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Syllabus colloquium ''Gelijkverdeling' o.1.v, Prof.dr. G. Helmberg

g 1, Uniform distribution modulo 1

Let {Xn} be a given sequence of real numbers xn., For any natural
number N and any real numbers «,# (0 g«<p 1) let A(«,p,N) be the
number of xn's with 1¢ ns N satisfying of xn-—[xn]<(3 ([xn]= greatest
integer in xn):

As,B,N) = Z 1
x,[xp] efe.pL

1$nsSN

Def.1 (Weyl [10:])., The sequence {xn} is called uniformly distributed
(u.d.) mod 1, if

1) lim %A(u,@,N) =f -0t for all o,f8 (Ogot<P g 1),
N - 00

This definition may be replaced by an equivalent one concerning
the integral of continuous complex-valued functions of period 1 over
the unit interval. In order to see this we use the following consider-
ations:

Let x be the characteristic function of the union of all inter-
vals [k+t£ k+p|'_' (k an integer):

1 for xekU [k+d k+8 L

X ap X =
Letspl 0 for x¢k§m[k+a,k+[&[

(Oso<ps1),

N .
Then we have A(«;p,N) = thu AL (xn) and (1) may be rewritten as fol-
=1 ?

lows:

N
; 1 3 _ fl
(2) lim % > X[&vﬁ[ (x ) = O%LN’(‘E (x)dx  for all o,p

N g n=1
(Ogoufag 1)

Let us, for the moment, call a function f simple, if it is a

finite linear combination of characteristic functiomns with

. 7[[« p; L

real coefficients:
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k
t=Z i brapt

From (2) we may then conclude
N 1

(3) lim - £(x ) =f f(x)dx for every simple
n
N =3 00 n=1 0

Zi

function f.

Let us denote by ﬁ([o,lj) and 8([0,1]) the set of all real-
valued and complex-valued continuous functions with period 1 respect-

ively. For £ € ¥ ([0,1]) 1let | f“ = sup If(x)! be the '"norm"” of £,
0 x<1
If any fe ([0,1]) and any real number £ >0 is given, then, by

the definition of the Riemann-integral, there exist simple functions

fl and fz such that

fl (x) $£f(x) ¢ fz (x) for all x and
1 1 1 1 1
[teax -esf e axs [ texraxs [ £, axs [ tax +&.
0 0 0 0 0

Using (3) we obtain

1 N N
flf(x)dx“-&é f (x)dx = lim 3 Z f (x )¢ lim inf i Zf(x )
1 N 1" n % N n
(o] 0 N -+ @ n=1 N == c0 n=1
and N N 1 1
lim sup S Zf(x )E 1im £ Zf (x ) =[ £ (x)dxg] f(x)dx+€& .
N n N 2 n 2
N o—p 00 n=1 N s CO n=1 0 o]
From this we conclude
1 N 1
(4) lim 5 Zf(xn) =f f(x)dx for every fe¢ ﬂ([p,lj).
Neso0w =~ n=1 (o]

Since this holds for the real and imaginary parts of any function in
‘C([O,lj) we see that (4) is even true for every function f € € ([0,1]) .
Conversely, suppose (4) to be true. Given o,f (Ogot<p,<_.1) and

€ » 0 we may approximate XE% pr by functions fl,fzé ﬁ(EO,l]) in such
5 .

a way that

0 g fl(x) $ (x)g fz(x)§ 1 for all x and

xc«,pc

1
(f) [£,0 - £,0] ax g & .



Then we have

1 1 L& A(a
(p-w)—~ & éj £ (x)dx‘-ggjf (x)dx = 1lim = f (x )} 1lim inf ———*—E——-—
2 1 N
o] (6] N-sc n=1 Ne—s 00
and
Ao, p,N) 1= 1 1
lim sup ———’ﬁl——g lim = E £, (x) =_5' £, (x)dx ;f £y (x)dx +
N N 2 n 2
N - 00 N =% 00 n=1 (o] 0
g5 (p-o) + &,

From this we conclude that (1) is true. Thus, we have proved the follow-

ing theorem:

Theorem 1 (Weyl [10]): The sequence {xn} is u.d. mod 1 iff

N 1
4") lim L Z f(xn) =f f(x)dx for every function féf({O,l]).

N-==>00N =1 o]

If the sequence{ ‘{ is u.d, mod 1, then (4') must hold especially

2 T
for every function rpk(x) = AT kx (k an integer). Therefore we have

N 1 1 for k=0

. 25

(5) lim e27e ikxy =! e Wlkxdx _
N —» 00 n=1 (o]

Zi-

-0 for k#0.

Conversely, let {xn} be a sequence having the property that

N Z"Bikxn
(6) lin Z e = 0 for every natural number k.
N n=1

Zl=

Then, replacing i by (-i) and taking in account the trivial case k=0,

we obtain (5). We shall call a finite linear combination of the func-

tions (pk with complex coefficients a trlgonometrlc polynomial. Let any
function f € € ([O 13 ) be -given. By the theorem of Welerstrasz [7]
p.121 there exists, for any € » O, a trigonometric polynomial ¢

such that " f-ﬁCp < & . Then we have

| f [f(X)' 9G] ax |z f]fcx)— PeIax
l Z[f(x )- @(x )}‘g Z‘f(x R ICRIEE

p for every natural number N,



Therefore
1 N 1 N
1 1
f(x)dx- = f(x )ls (x)dx - = (x )] +
l £ * N Eéi Kn ‘ \‘é AR N gé%q Xn \ "

+

[ Lo poofex] |3 3 leep- wes)l |
Y n=1

1 1 N
§ {) (f(x)dx~-ﬁ1§1?(xn)\+2$,
Since we assumed () and therefore also (5) to be true, (4) holds for
all trigonometric polynomials, Therefore, the first term in this chain
of inequalities will be smaller than & for N sufficiently large, By
the arbitraryness of & we obtg}n”k4'). Thus, we have proved the fol-

lowing theorem (Weyl's critefion for uniform distribution mod 1):

Theorem 2 (Weyl [10] ). The sequence {kn} is u,d. mod 1 iff

; 1 21w ikx .. L e e B
lim N 2o=e 'k§’= 0 for every natural number k,
N et 00 n=1

§ 2. Compact Hausdorff spaces

If we associate with every real number x the complex number
x% = eZi’mx and with every function fe‘C([O,l]) the function £*
defined on the unit circle in the complex plane by f“(x*) = £(x), then
f* is well defined and the 4‘-operation constitutes a norm-preserving
isomorphism of 6([0,1]), regarded as a linear space over the complex
number field, onto the linear space of all continuous complex-valued
functions on the unit circle. Thus, we could have formulated all con-
cepts and theorems of § 1 for sequences on the unit circle instead of
sequences of real numbers., The main topological features of the unit
circle that have been implicitly used in the definitions and proofs of
the preceeding paragraph may be expressed by saying that the unit circle
is a compact Hausdorff space satisfying the second axiom of countability.
In what follows we shail investigate the possibilities of defining in a

reasonable way sequences that are uniformly distributed in an arbitrary

£
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given compact Hausdorff space, satisfying the an axiom of countabil-
ity. Although this is not the most extreme possible generalization of
the concept of uniform distribution it seems to be an important one
inasfar as a considerable amount of results on uniform distributionﬁ
module 1 has successfully been carried over to this more general case,
thus being available also in other special cases of the underlying
space or in situations that are in some way related to the situation
in a compact Hausdorff space,

In order to be able to carry over what we have done in § 1 to
the present general setup we shall in this paragraph recall some
topological definitions and facts used in the sequel [5] .

A topological space X is called Hausdorff, if for every pair of
disjoint points x # y there exist disjoint neighbourhoods of these
points. The space X is called compact if every cover of X by open sets
admits a finite subcover. The space X is said to satisfy the an axiom

of countability if there exists a countable basis of neighbourhoods,

As a consequence X is separable, i.e. it contains a countable every-
where dense subset.

A compact Hausdorff space is also normal, i.e. for every closed
set A and for every open set U containing A there exists a continuous
real-valued function on X such that O¢ £(x)¢ 1 for all x€¢ X and

1 for xe¢A

1" N 1"
0 for x ¢ U ("Urysohn-function" [9] p.20).

f(x) = {

Let €(x), #(x) and ﬁl(x) respectively be the sets of all complex-
valued,real-valued ,and non-negative real-valued continuous functions

on X. Every function fe €(x) is bounded. If the "uniform'" norm of f is

defined by “fn ='su§ ‘f(x)', then € (x) is a Banachalgebra with res-
X6

pect to this norm, i.e. € (x) is an algebra (operations being defined

pointwise) , satisfying the following conditioms:

1) ﬂf“ 0 for every f ¢ €(x)

2) J£] =0 e for £ =0

3) [ rell =lM “fﬂ for every Aef and fe €(x)
4) ﬂ f+y “g uf“ +‘ y“ for every pair £,y € € (x)

o Iolslellsl  * » ¢ v o

6) If {fn} is a fundamental sequence in ) (.e.

Ny

It
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1im £ -2 || =0), then there exists an £ ¢ €(X) such that
m,n-»00

lim £ = (i.e. lim | £-2_]| = 0). & subset & of € (%) is said to
N ~»00 n =+ 00

distinguish points if for every pair of disjoint points x # y there is

a function f € 0! such that f(x) # f(y). The approximation theorem of
Stone-Weierstrasz [6] p.32, [5] p.244 says that every subalgebra of

€(X) that distinguishes points, contains the constant functions and
with every function also its complex conjugate, is dense in X))
(with respect to the uniform norm).

If X is an countable, let 01:{ Un :nZ2 1} be a countable
neighbourhood basis of open sets Un.For every n, select a point
xne Un and a corresponding Urysohn-function fn. Let¥ be the set of
all finite products of functions fn' Then$ is a countable family of
continuous real-valued functions distinguishing points and the set of
all finite linear combinations of functions ‘ﬁ with complex coefficients
is a subalgebra of € (X), satisfying the hypothesis of the Stone-Weier-
strasz theorem.

A bounded linear functional on € (X) is a complex-valued function

defined on ?(X), satisfying the following conditions:

1) ¢(f+g) = 4)(:6) + ¢(g) for all f,g € €x)
2) @(Xf) = X(P(f) for every Ae € and f ¢ €(X
3) ld)(f) ¢ K “f“ for every f & € (X)

where K is a constant independent of f. Especially we may take for K

the "norm" of 4), defined by

ll¢\\=_fs2p &%)‘-L sup | O] .

o ! f£f =1

The linear functional 4) is called positive if
d)(f) 2 0 for every fe R+(X) .

As a consequence, ¢(f) _s(b(g) if f(x) ¢ g(x) for all xe X, The linear
functional is called normed, if ¢(1) = 1, As a consequence, a posi-

tive, normed, bounded linear functional has norm 1. An example is

&



provided by the Riemann integral on the closed unit interval.

By the theorem of Riesz [2:l§ 56, every positive bounded linear
functional on ¥ (%) may be represented as an integral, i.e. for
every such functional 4) there exists a regular Borel measure A on X

such that

(D b = ff(x)d/u. (x) for all £ e €(X)
X

and “¢ “ =/L(X). Here the family &b of Borelsgets is the smallest
family of subsets of X containing all compact sets and together with
any two sets El,E2 also their difference El\ E2 anda}ogether with any
countable subfamily {En : n21) also their Union LJ En' A Borel
measure L is a not identically vanishing extendednzlreal-valued set-
function on eﬁ' having the following properties
1) 0% M(E)$ 0 for all E e &
00
.2) /L(éil En) = g;;/L(En) for any sequence of pairwise disjoint
- sets E cot

3) /A(E)< oo for every compact set E edd.

The Borel measure M is called regular, if

i

sup {/.«L(F) : Fedh , F compact, F ¢ E }
inf {4(U) : Uel , U open, EcU} .

J~(E)

1

The measure A is called normed, if /L(X) = 1, (7) constitutes a one-
to-one mapping of the set of all positive bounded linear functionals
on € (X) onto the set of all regular Borel measures on X. If X is an
countable, every Borel measure on X necessarily has to be regular [2]
g 50,51,52,

A real-valued function f on X is called Borel-measurable if

the set {x : f(x)gcx} is a Borelset for every real number & . Clearly,
every continuous real-valued function on a compact Hausdorff space is
measurable, |

We shall call a Borel measurable real-valued function f on X R~

integrable with respect to a positive bounded linear functional ¢



(or the corresponding regular Borel-measure ,w)g if for every £>0
there exist two functions fl’fz € ﬁ(X) such that fl (x) £ f(x) ¢ fz(x)

for all x€X and Q(£,-f,) =Xf[(f2(x)mfl(x)] dp(x) $ € .

g 3. Uniform distribution in compact Hausdorff spaces

' In this paragraph X will always denote a compact Hausdorff space
satisfying the an countability axiom andlu a normed Borel measure on
X. The following definitions and theorems then appear as generaliza-

tions of those contained in the first paragraph.

Definition 1 (Hlawka [4 ] ). A sequence {xn} in X is called /u.—uniform—

ly distributed (u.d.) if

N
(8) lim % Zf(xn) = ff(x)d,u, (x) for every £ & €(X).

Nesv 00 n=1 X

Theorem 1("Weyl's criterion', Hlawka [47]):
Let ‘:ﬁ be a countable subset of ¢ (X) having the property that
finite linear combinations of elements of /‘ﬁ with complex coefficients

are dense in € (X). The sequence {Xn} is p-u.d. iff

1 il 2
(9) lim 5 Z f(xn) ={f(x)d/u (x) for every £ ef .

N —» 0O n=1

Proof: The necessity of (9) is obvious., To see the sufficiency one ob-
serves that, given any f € €(x) and any € > O, there is a finite linear
combination ¢ of elements of £ such that | f-¢||<& and that (9) holds
also for @ . The further reasoning is exactly the same as in the proof
of § 1 theorem 2,

Let {xn} be /u,—u.d. in X, If £ is any real-valued function, R~

integrable with respect to M, and if & >0 is given, let f ,fzé R (x)

i
be chosen such that

fl (x) $ £(x) £ fZ(X) for all xeX and
£ [£,60-2, 0] ap o) &



Then, by a similar reasoning as applied in the proof of § 1 theorem 1
to the function
¥ AL

integrable function on X,

, we find that (8) even holds for every R~

Let us, for a Borelset E, denote by E its closure and by E0 its
interior (both of them being again Borelsets). Assume that ,u.(E\EO)=
= uE)- w(E®) = 0, that is, M(E’) = w(®) =u(E). Let & >0 be given.
By the regularity of m we can find a closed set Ac E0 and an open set
UD E such that M(E) -& % Mm(A)s pu(U) s m(E) + &. Because of the norm-

ality of X there exist Urysohn-functions £ ,f, e R (X) such that

1
fl(x) : { 1 for xer
O for x¢E
fz(x) - { 1 for xeE
0 for x¢ U .

It follows that

)(Acx); £, (x) £ }lE(x) P fzcx)g)[u(x> for all xeX

and therefore

@5 @5 [1 @dp s w®s [ 1, am ()5 w02 LEI+E.
X X

Thus, xE I%s R-integrable. Let, for every natural number N,

A(E,N) = Z yE(xn) Then, by the above remark on R-integrable functions,
n=1
we have

(10) lim —— = (E) for every Borelset E whose bound-
M

ary is a null set.

Conversely, suppose (10) to be true for a given sequence {xn} in
X and let f ¢ fi (%¥), For any real number &« 2 O, let E ={x: f(x)2z 0(}.
For 0% o<p we have E° oCE = E < {x £(x)>p} e Epc Ep E,; Therefore,
the boundary sets E \ E on E N\ EC are disjoint. 1f 0 o, < o< ...<o<.n

[ ¢ 1 2
is any finite set of real numbers, then necessarily Z/.L(E AN E )<’ /.L(X).
i

i=1
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Thus, at most countably many sets Eu can have a boundary of positive

measure, Given any & > 0, we may therefore choose 0L0=0 SO<,,, e <

1 n-1
2 . - o —
< “f“g ® in such a way that a(,i o4 £ and /u,(Edi\ Eui) = 0 for
1€ ig&n. Then we have
n-1 n-1
- £ M = - =
£ -e 5 E“i XEu\E:(X) gl “i(XE;X) XEO(‘X))
- i i+l - i i+l
n
= - = £
PCRETRY SN HORELC)
i=1 o

1

n
f(x) ¢ Zui){E 9 NG
L= g &

i(x) = Z_’locl()t% (X)_XEQL ) =

il i

n
= JE. (ui_ui—l)XE;X) = fz(x)_ff(x) + £
i-1

for all xe¢X, Taking into account the validity of (10), we obtain

1

!f(x)d/k (x) - €% _/fl(X)d/L (%)
X X

L& | . X
= lim & ) £ (x )¢ lim inf % J_£(x) and
N 1™n N n
N —» 00 n=1, N —» 00 n=1

N N
lim sup L Zf(x )2 lim 1 Z f (x) = f £, (x)du (x)< /f(x)d/w(x)+8 .
N n’ = N 2 2 /
N-s 00 n=1 Nes 0 n=1 X X

By the arbitrariness of £ we conclude that (8) is true for all func-
tions f & ﬁ_l_(X) . Since every function in 41 (x) can be written as the
difference of two functions in ﬁ+(x) and since every function in

‘C(X) is the linear combination of its real and imaginary part, we see
that (8) holds without restriction. Thus we have proved the following

theorem:

Theorem 2: The sequence {xn} is /u.--u.d. iff

lim é—(—i—:-’#@— = ,M.(E) for every Borelset E whose bouﬁdary has
N = 0O ,
measure zero.
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Since all sets E“ in the proof just given are closed we see that

for the M -uniform distribution of {xn} is even sufficient that (10)

- holds for all closed sets whose boundary is a nullset.

8 4. Uniform distribution in compact groups

In the preceding two paragraphs only topolodgical and measure-
theoretic properties of the space X have been considered. Algebraic
properties of the complex unit circle inasfar as they have entered
into the considerations of the first paragraph are being taken into
account if we require X to be a topological group.

A set X is called a topological group if the following conditions

are satisfied:
1) X is an abstract group
2) X is a topological space
3) the mapping of the topological product space X@ X onto X that

sends *© (x,y) into x_ly is continuous.

For the purposes of the following considerations X will always
be assumed to. be a topological group that, as a topological space, is
a compact Hausdorff space. Then there exists a unique Borel measure

on X called Haar measure, having the following properties:

M(E)  for all x¢X and E e %
1.

I

1) M(xE)
2) M)

It

As a consequence one sees that A(EX) =/&(E_1) = w(E) for all E e L
andi/A(U)> O for every open set U, An example for Haar measure is
furnished by Lebesgue measure on the unit interval, considered as a
topological group under addition mod 1. Because of the uniqueness of
Haar measure A , uniform distribution of a sequence {xn} in a compact
Hausdorff Group is usually understood to mean uniform distribution
with respect to s+ . Combining (10) with the fact that Mm(U)> 0 for
any open set U one sees that any u.d. sequence is dense in>X. '
Weyl's criterion may be given a form particularly suitable for

the compact group case because of the possibility of a special choice
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of the system ? in (9). In order to be able to formulate the correspond-
ing statement we shall recall some facts about representations [9].

A representation of a topological group X is a continuous algebraic

homomorphism: D of X onto a multiplicative group D(X) = { D{x) ::{e}{}
of non-singular square matrices of finite rank n with complex entries,
i.e, D(xy) = D(x).D(y) and D(x-l) = [D(x)_]_1 for all x,y€ X. Here the
topology in D(X) is the one inherited as a topological subspace of nz-
dimensional Euclidean space. An other way to describe this is to say
that all entries dij(x) (L£i,j¢n) ought to be contihuous complex-
valued functions on X. As the continuous image of the compact space X,
D(X) has to be compact, Since the determinant det D(x) is a continuous
function on D(X) (as well as on X), it has to be bounded, and we see
that |det D(#)|= 1 for all xeX.

A representation D is called unitary, if every matrix D(x) is
unitary, i.e. (denoting by S*=,§t the complex conjugate of the trans-
posed of the matrix S) D*(’x) = [D(‘x)] -1 = D(X_l) for all xe€X. Two re-
,D

presentations D are called equivalent if there exists a non-singu-

lar square matrix g such that D1 = S_IDZS (i.e. Dl(x) = Slez(x)S for
all xe¢X). Every representation of a compact Hausdorff group is equi-
valent to a unitary one.

A representation D of X is called irreducible if D(X), as a group
of linear transformations on an n-dimensional linear space, does not
admit any proper invariant subspace. Another way of describing this
in the case of a compact group is to say that there does not exist any

non-singular square matrix S such that, for every xéX, the matrix

S_lD(x)S decomposes in the following way:

D, (x) 0
-1
S "D(x)8= 0 D (x)

2

where Dl(x) and Dz(x) denote square matrices of fixed rank k and n-k
respectively (1% k $n-1) and O denotes appropriate rectangular zero
matrices. Every irreducible representation of a compact abelian Haus-
dorff group is of rank 1. An example is furnished in the case of the

(k)

additive group of reals mod 1 by every function D (x) =<Pk(x) =

2i%
= e“t kex (k any fixed integer).
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™)

A system = {D : Ke/\} of irreducible representations of X is
called complete if every irreducible representation of X is equivalent
to at least one of the representations D(x)eﬁ7 .

ﬁt::: By the theorem of Peter-Weyl [8]4?] p.246, there exists a complete
system 0=={Dgx):XeA} of pairwise inequivalent irreducible unitary re-
presentations D(A) that distinguishes points, i.e. for every disjoint

Ny £ pM oy, 12

X is an countable, then the index set A is countable. Combining this

pair of points x,y € X there is a Ne A such that D

fact with the Stone-Weierstrasz theorem and with the fact that the pro-
duct of any two entries of any two representations may be written as a
finite complex linear combination of entries of some of the represent-
ations D(x) (AeA), we arrive at the conclusion that finite complex
linear combinations of the entries of the system ¥ are dense in € (X)
in the uniform norm. Therefore, we may choose the entries of. the system
¥ in place of the system-% in (10).

Because of the an countability axiom we may choose /\={0,1,...}

(o)

as in index set. Let.D be the trivial representation characterized

by D(o)(x) = 1 for all xeX. The importance of the choice of the par-

ticular system f as indicated above stems from the fact that

1 i k=0
1) fd(l;)(X)d}l.(X) ={ or , 14, jén,.

* 0 for k4O
If integration of a continuous matrix-valued function D(x) is performed
simply by integrating every entry dij(x)’ then (11) may be written more
conveniently

1 for k=0

[ 2% arap o - {
X . 0 for k#0

«© denoting again the zero-matrix). Thus we arrive at the following

formulation of Weyl's criterion:

A system J= {D(x) :Xel\} of irreducible representations of X is
called complete if every irreducible representation of X is-equivalent
to at least one of the representations D(x)efﬁ .

Theorem 1 (Eckmann {1] , Hlawka [3] ):

%he sequence {xn} in X is n.d, iff
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L
(12) lim = 2 D (x) =0  for all k £0 ,
Nepoo = n=1 "

Zl

As an application, we gquote the following generalization of
Weyl's theorem on uniform distribution of the multiples of an irra-

tional number mod 1 [10?}. Denote by e the unit element in X.

Theorem 2 (Eckmann[17] ):
L. , (k) (k) , .
et a €X have the property that det [D (a)=D (e)] £0 for
all k # O . Then the sequencg~{an} is u.d. in X. ‘

Proof: Let k #(Q and consider the identity
N N
[2® @ - 2@ @] . 7 2®aH=0" a™hH-o® .

n=1

(k) (k)

Because of our hypothesis, the matrix D (e) is invertible.

Thus,

(a) - D

l -1
z zlnﬂﬂ(an):% (0% 2-0® (0] .[0% &1 ® ()],

The matrix LD(k)(a)—D(k)(ei]_l being constant, and all entries of

the matrix l:D(k)(aN+1)wD(k)
pendent of N), we see that (12) holds.

(e)] being uniformly bounded (i.,e. inde=-
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8 5. Goed gelijkverdeelde rijen en uniform gelijkverdeelde stelsels

In deze paragraaf en in de beide volgende is G steeds een compac-
te groep die voldoet aan het tweede aftelbaarheidsaxioma, en ML de

Haar-maat in G, Met{ D(k) ‘ k=0,1,2,.. } geven we aan een volledig

stelsel inequivalente irreducibele unitaire representaties, als be-

0)

schreven in B 4; i.h.b. is D de triviale representatie. De graad

(k)

van D zullen we rk noemen

Als %’ j_-{ Xn} een rij is in G, geven we de ''verschoven' rij

(h) : . 88
5,6 -
{Xh+n};=1,2,... aan met ? . Literatuuropgaven in ’_’7 ver

wijzen nagr de literatuurlijst aan het eind van B 7.

7ij ’2’ = {Xn} gelijkverdeeld in G. Dan is ook iedere verschoven

rij s(h) geli jkverdeeld, Immers, als f ¢ £(G) en N>h, dan is

1 N 1 N 1 h 1 h
N Z f(X']zﬁn) =N Z f(Xn) N Z f(XN+n)_ N Z f(xn)'
n=1 n=1 n=1 n=1 )
1 h 1 3
Daar f begrensd is naderen X Zf(xN+n) en & Z f(xn) tot 0 voor
n=1 n=1
Nes 00 ; derhalve is
N 1 N
lim Z f(x, ) = 1lim % Z £(x ) =/ £(x)dw (x),
h+n N n
N-»@ n=1 Nes=0 n=1 G

hetgeen betekent dat ’i(h) geli jkverdeeld is.
(h)

Elk der rijen % is dus bruikbaar om approximaties door ein-

dige sommen te leveren van integralen f f(x)du (x). Het is echter niet
; G
te verwachten dat zij altijd alle even goed bruikbaar zijn.

Definitie 1 (Hlawka [4], Petersen [7]). Een rij ?={xn} heet goed

_gelijkverdeeld in G indien, voor iedere fe (G,

L &
lim g 2 £0x, ) =,£ £(x) A (x),

N= @ n=1

uniform in h (h=0,1,2,...).

&




-16-

M.a.w. g is goed gelijkverdeeld indien voor iedere f & € (@ en
iedere £ » 0 een N, bestaat, zodanig dat voor iedere N;ENO en voor alle

h=0,1,2,... geldt:

< & ,

1§ j[
(1) " 5 7 £Oxy ) - ) f(x)dpe (%)

n=1
o Iy s
Algemener kunnen we definieren:

Definitie 2 (Hlawka [4]). Een stelsel S van rijen in G heet uniform

gelijkverdeeld indien voor iedere f & €(G) en iedere £>0 een NO bes iy

staat, zodanig dat

. .
2) g T2 fG) ~f £ (x) dpL (x) y«z g
G

n=1

voor iedere N3p N _en iedere % ={xn%e S.

0
Een rij % is blijkbaar goed gelijkverdeeld in G dan en slechts
dan als het stelsel S = { %(h)lh=0,1,2,...} uniform gelijkverdeeld is.
Iedere goed gelijkverdeelde rij 1is gelijkverdeeld.
Bovenstaande "'functie-definities" kunnen natuurlijk weer door
gelijkwaardige:"verdelings-definities" vervangen worden, Als we
schrijven, wanneer ‘§=:{xn% een rij is in G, E een deelverzameling

van G, en N een natuurlijk getal:

N
A(,E,N) = > }éE x ) = ;ZéE 1

n=1 1eheN

(cf. 8 1), dan kunnen we formuleren:

Stelling 1 (Hlawka [4]). Dan en slechts dan is een stelsel S van
rijen in G uniform gelijkverdeeld, indien voor iedere gesloten

Ec G, waarvan de rand de maat O heeft, geldt:

lim éﬁfﬁfﬁlgl = M (B),

""N=s00

uniform in % € S.
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M.a.w. S is dan en slechts dan uniform gelijkverdeeld indien
bij iedere gesloten E<€ G waarvan de rand een nulverzameling is, en
voor iedere &€%»0, een N

keuze van % €S

&) E é-(—iﬁE—?-m =/¢4,(E)§< E.

0 bestaat zodanig dat voor alle N.}NO en iedere

Het bewijs van deze stelling is een eenvoudige aanpassing van het
bewi js van 8 3 stelling 2. Evenzo vindt men, door aanpassing van het

bewijs van 8 4 stelling 1:

Stelling 2 (Criterium van Weyl; Hlawka [4]). Dan en slechts dan is

een stelsel S van rijen in G uniform gelijkverdeeld, indien voor

iedere k> 0 en iedere €>0 een N0 bestaat, zodanig dat

w | F e el

voor alle NaNO en alle %= { xn%es.

Opmerking. In het linkerlid van (4) staat de norm van een matrix, We
hebben dergelijke uitdrukkingen nog niet gedefinieerd. Iedere defi-
nitie is bruikbaar waarbij geldt dat)lAn klein wordt dan en slechts
dan als alle coéfficienten aij van A klein worden.zwaar men een
nxn matrix A=(aij) kan opvatten als punt van de n -dimensionale

euklidische ruimte 1ligt de volgende definitie voor de hand:

Il ={ i%l l aijlz}% ={Spoor (AfA)}%.

Niet alleen heeft dan u “ dan de gebruikelijke eigenschappen van een

afstand, bovendien geldt nog:
(%) | as {<|a}.Is]

Is A unitair, dan is HAEZ = spoor (A+A) = I =n; i.h.b. geldt dus

&
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(8)

Bi D(k)(c)@ _ f:;’
-voor iedere c €G en iedere k3 0.

Ieder eindig stelsel van gelijkverdeelde rijen is uiteraard
uniform gelijkverdeeld. Een belangrijk voorbeeld van een niet-triviaal

uniform gelijkverdeeld stelsel wordt genoemd in de volgende stelling.

Stelling 3 (Hlawka t4]). Zij {xn} geli jkverdeeld ih G. Dan is het
stelsel S, bestaande uit alle rijen {cxn% en alle rijen{xnc}, ceG,
uniform gelijkverdeeld in G.

Bewi js

Gebruik makend van (5) en (6) zien we dat

I % i ™ (ex >ll ﬂ Z p® (e) p* )'(xn)ﬁ $

n=1
(7)
Jr® ). |2 z p® (o)< Ve o i_;‘ el

en evenzo is

() | % % p™® x_o) ¢ \/:;“ : i p® ).
= n=

Daar {xn%‘gelijkverdeeld is worden de rechterleden van (7) en (8) voor

k >0 kleiner dan & als N groot gehoeg is, en zulks onafhankelijk van c.

Als toepassing van dit resultaat behandelen we onderstaande stel-
ling 4. Deze stelling doet een uitspraak over "gewone' gelijkverde-
ling, maar in het bewijs speelt uniforme gelijkverdeling een essentiele
rol. Alvorens de stelling te kunnen formuleren moeten we nogmaals
een notatie-afspraak vastleggen (Helmberg [3]).

Als % = {xn} en'q =‘{yn} twee rijen zijn in G, dan geven we met

,§xq de volgende rij {zn in G aan:
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2y = EpYys

Z(k-1)2+2i-1 = *x7i’
Z(k-1)2+2i = *iVx

De rij fxv& bestaat dus uit alle producten x.yj, op een dergeli jke
wijze gerangschikt dat de 2k-1 producten X%, y met max (i,j)=k de

plaatsen genummerd (k-1) +1 tot en met k krngen.

Stel'iing 4 (Helmberg[S]). De volgende uitspraken zijn equivalent:
a) {x } is gelijkverdeeld in G;
b) {x } {= 1} is gelijkverdeeld;
c) de deelrlJ van x % {x } die bestaat uit alle xixgl ({i> 3
is gelijkverdeeld. ‘

Bewi js
We zullen aantonen: a)spc)=bb)=pa).
a)sbc).
Stel {xn} is gelijkverdeeld. Dan is ook de rij {x;lg geli jkver-

deeld, op grond van het criterium van Weyl, daar

(k) (k) -1 L

-1 k

p® ey - 0P nt = 0@ e
n n n

(de representatie D(k) is immers unitair !) Volgens stelling 3 is dan

het stelsel van alle rijen {cx;l}, c &G, uniform gelijkverdeeld. Kie-

zen we nu een £€%0 en een f & @(G), dan bestaat er dus een NO zodanig

dat

(9) 5 ; Bex, )| £an (x)]< &

voor alle I\T?N0 en alle c£G.

- - i § . C s
Zij {zn} de deelrij van {xn}x {xn } genoemd in c¢). Bij ieder na
tuurlijk getal N bestaat een (zelfs ondubbelzinnig bepaald) natuurlijk
*
getal N zodanig dat

FN-1) N'¢ N <anTavti),

&

a4
Kiezen we N zo groot dat N > NO’ dan is
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‘ 1 j%: 1 ﬁi [
= f(z )—[ £f(x)d (x)% =§— f £(x)-£(z Jpdpm (x) | ¢
Nyt ™ @ & Nogie { n % #
1 0 it -1
£ 5 i Z fgf(x)-f(xix, )! dg (x) +
i=2 j=1 G ; J
N i-1
. iz -1 .
I F f(xix.l)-j fam | +
1=N +1 j=1 J @

=

M . :
S f‘f(x)—f(x x,l)! da (%),
N ¢ N*+1 J
j=1 G
. # % K . . .
waarbij M=N-3(N -1)N <« N, Van de drie sommen in het rechterlid schat-
ten we de middelste af m.b.v. (9) en de beide andere door gebruik te
maken van het feit dat f begrensd is, zodat altijd 'f(a)—f(b)lé 2 nfmz
N

i-1
L i > S lee-tee xh] ap oo ¢ 2lel 5o 1w
NiZZ G | i |ap N 0o "0

hetgeen kleiner wordt dan &€ als N groot genoeg is;

* . #
i-1 N
i-1 1 -1 s .
‘i T‘Z:f Z £lxx )"j/ f(x)dﬁ(x)‘é N Z, (i-1)=
l=NO+1 J=1 : G 1=N0+1
#* #*
(N -1)N - (N _-1)N (N_-1)N )
-£. 0 "0 g -—2 "0y,
N 2 N

en ook dit wordt kleiner dan & voor grote - N; tenslotte

*

M
% Z f HOE f(xN**_lxgl)! ap () € g%_m ¢ altl. }_;DN ’
=1 6 , TEF-DE

¥ 1 ¥ # #® .
daar M< N” en 3(N - 1)N ¢ N, Daar met N ook N naar o gaat is ook

deze derde som kleiner dan & voor grote N, en we hebben aangetoond:

> [
l 2. £(z) - | teax

n=1

Zh-

€ & als N groot genoeg is.

Dit betekent dat {zn} gelijkverdeeld is.

&
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c) =b)
Stel de in ¢) gedefinieerde rij {zn} is gelijkverdeeld. Dan is
ook de rij {z;l}' geli jkverdeeld (cf. het eerste deel van het bewi js)

_1 )
z (m=1,2,...); i.e.

en dus ook de rij({yn} met yzm_1 = Zm’ y2m=
de rij
(10) -1 =1 -1 -1 -1 -1 -1

X% 0 ByXy o XXy o, K Kgo, XKy o XoXg o XpEy aee
s L -1] . L
Vergelijking met de rij {xn} % xn , i.e. met de rij

e, X x_l X x_1 e, X x"1 x x—1 X, :ﬁ—l X x—1 e, X x_l

v BoRy 0 Bqfg 0 ©0 g%y 0 Mg 0 372 2 Y23 77 Tamy 77T
leert dat de laatste uit (10) wordt verkregen door invoeging van het
eenheidselement e van G op verschillende plaatsen. Deze plaatsen zijn
zo dun gezaaid dat, zoals men gemakkeli jk kan nagaan, het gelijkver-
deeld-z1Jn door de invoeging niet wordt verstoord; m.a.w. { } {x_l}

is gelijkverdeeld in G.

b)=>a).
Stel {xn} x{x;l} is gelijkverdeeld in G. Voor iedere k> 0 is dan

N N
lim u % Z D(k) (x.) “ 2_ lim  spoor {(% Z D(k) Z D(k)
N=» 00 n=1 n N-»m n=1 S n-l

1 < (k)
= lim  spoor { (ﬁ;zD ))( Z p'k (X ))}
Nes @ n=1 n=1
1 N N
= lim spoor{——g Z Z ( x )j
- N N i=1 j=1

Dus {x } is gelijkverdeeld in G.
n

L
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In het tweede deel van het bewijs gebruikten we het volgende feit:
als {Xn} en{yn} geli jkverdeeld zijn in G, dan ook de rij{zn%’ met
Z2n-—1 = Xn’ Z2n = yn (n=1,2,...)o :

Het omgekeerde is niet waar: als { zn}r gelijkverdeeld is in G, en

X dan is { Xn;%’ niet noodzakelijk gelijkverdeeld; zelfs al is

n~ “2n-1° .
{zn} goed gelijkverdeeld, Want zij {Xn} een rij in EO,%) die goed ge-
1ijkverdeeld is in dat interval, en{yn% een goed geli jkverdeelde rij
in E%,l). Geen van deze twee rijen is gelijkverdeeld in [O,l); daaren~
tegen is de rij {zn}' met 22n_1 = Xn’ Z

verdeeld in [0,1).

on = Yn (n=1,2, ...) goed gelijk-
Stelling 5. Voor iedere £€>0 is er een verzameling A van irrationale
getallen in Eo,l) met maat M(A)> 1-&€ , zodanig dat het stelsel S van
alle rijen {n@} , ®¢eA, uniform gelijkverdeeld is modulo 1,

Bewi js.
Voor k#0 en irrationale © is

(1) | L %eZ‘Eikne l _|1 2T IENO_; -
N “IN T 2wixe
n=1 e .

.

Eé % ! ez‘mkeﬂ%-l
1

Iedere verzameling A van irrationale getallen ©, zodanig dat er voor
I Zﬁikemlg> c

iedere gehele k>0 een constante c, > O bestaat met je

k k
voor alle © €A, heeft derhalve de eigenschap dat het stelsel S der

ri;jen{ne} , ©¢&A, modulo 1 uniform gelijkverdeeld is,

7ij nu €0 en k>1, Dan is er een ¢, > O, zo klein dat de verza-

k

meling Vk van alle x € Eogl) waarvoor

27w ikx g
- £
g e 1 %ck

-k
een Lebesgue-maat <2 & heeft. Daaruit volgt dat

@

(6.0}
# (kgl Vo€ Z 2=,
k=1

6.0
en de maat van de verzameling A van alle irrationale © &€ EO,I)\ ;\_jl Vk

is dus >1- e' . Deze A voldoet aan de genoemde voorwaarde.
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Het ligt voor de hand zich af te vragen of misschien het stelsel
van alle rijen {ne} , © irrationaal, uniform gelijkverdeeld is modulo
1. Dit is echter niet het geval; sterker: als A slechts bestaat uit
alle gehele veelvouden van één irrationaal getal 60, dan is het stel-
sel S der rijen {ne}, ©€A, reeds niet uniform gelijkverdeeld modulo 1,

Deze laatste bewering volgt uit het feit dat alle gehele veelvou~-
den van een irrationale 90, na reductie modulo 1, overal dicht liggen
in [0,1), tezamen met de volgende stelling, die we maar meteen voor

compacte groepen uitspreken.

Stelling 6. Als A € G de eigenschap heeft dat het stelsel S van alle
rijen {an} , a€A, uniform gelijkverdeeld is in G, dan heeft ook A die
eigenschap.

Bewi js.

Zij aeA., Dan is er een rij {an} van elementen van A met an~$wa
(hier gebruiken we de aanname - zie het begin van deze paragraaf - dat
G aan het tweede aftelbaarheidsaxioma voldoet; maar dit is niet essen-
tieel: als G niet aan het tweede aftelbaarheidsaxioma voldoet nemen we,
inplaats van een rij, een "met" in A dat naar a convergeert).

- Voor willekeurige £€C(G) en € >0 is er een N0 zodanig dat voor
alle N2 NO en voor alle x€A:

N
\ '}13 Zf(xn) -{f(y)d,u.(y) l< € .,

n=1

I.h.b. is voorIi;Nb en voor ieder natuurlijk getal k:

|

Voor k~»00 vinden we, op grond van de continuiteit van de vermenigvul-

< &,

X
2 fa) - f £G)d ()
G

n=1

Zi-

diging in G en van f:
1 3 n
EDIIC R fo(x)a/J,(x) \sa.

n=1

Dus is {an} gelijkverdeeld in G,
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Ook stelling 5 kan gegeneraliseerd worden tot algemenere groepen.
In zo'n groep G moet in ieder geval wel tenminste één element a be-
staan zodanig dat de rij<{an} gelijkverdeeld is. Dan is {an} a forte—
iori . overal dicht in G.

Een groep waarin een cyclische ondergroep overal dicht is heet

monothetisch. Een monothetische groep is noodzakelijk commutatief

(want hij heeft een overal dichte commutatieve ondergroep). De cirkel-
groep is een voorbeeld van een monothetische groep, maar niet het eni-
ge voorbeeld: iedere samenhangende compacte abelse groep die aan het
tweede aftelbaarheidsaxioma voldoet is monothetisch. Algemener (zie

bijv. [12] stelling 25.14):

Stelling 7. Een samenhangende compacte abelse groep G is dan en slechts
dan monothetisch indien hij een omgevingsbasis heeft, waarvan de mach~

tigheid kleiner of gelijk de machtigheidt: van het continuum is.

In een monothetische groep spelen de elementen a,zodanig dat {an}
overal dicht ligt, de rol van de irrationale getallen in de additieve
groep der re&le getallen modulo 1. Er zijn ook veel van zulke elemen-

ten: P,R. Halmos en H. Samelson [11] bewezen nl.

Stelling 8. Zij G een samenhangende compacte abelse groep die voldoet
aan het tweede aftelbaarheidsaxioma. Zij Q de verzameling van alle
a € G met de eigenschap dat {an} overal dicht ligt in G. Dan is Q meet-

baar, en wel is /&(Q) =1,

Ieder dergelijk element a deelt met de irrationale getallen de

eigenschap dat het een gelijkverdeelde rij voortbrengt:

Stelling 9. Zij G een compacte monothetische groep, en stel
{a"}|n=0,+1,22,..} is dicht in G. Dan is de rij {a"} gelijkverdeeld

in G.

Bewi js.

We gebruiken § 4 stelling 2. Daar G abels is heeft iedere irre-
ducibele representatie de graad 1, zodat de voorwaarde van § 4 stel-
ling 2 equivalent is met: D(a) # 1 voor iedere niet-triviale irredu-
cibele unitaire representatie. En dit is zeker het geval; immers, als

D(a) = 1, dan is ook D(an) = (D(a))n = 1, voor alle gehele n. Daar D
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continu is, en de an overal dicht liggen, is D(x) = 1 voor alle x & G;

d.w.z. D is triviaal,
De beloofde generalisatie van stelling 5 luidt:

Stelling 10, Zij G een samenhangende compacte abelse groep die vol-
doet aan het tweede aftelbaarheidsaxioma. Voor iedere € >0 bestaat er
een meetbare Ac G met M (A)> 1-€& , zodanig dat het stelsel S van alle

rijen {an}, aeA, uniform gelijkverdeeld is in G.

Bewijs.
Zij Q de verzameling van alle ae G waarvoor {an§ overal dicht is;
/L(Q) = 1 volgens stelling 8.
Als a€Q, dan is D(k) (a) # 1 voor alle k» 0O, en daarom
N
1 nzl p gy - 1 él(D(k)(a))n )

D(k) ’

i]\i_- > D -(a) .
(a)~-1

zodat

2=

5& D(k)(an)ls % " D(k)(a)—ll L .
n=1

Zij {ck} weer een rij van positieve constanten zodanig dat}&(vk)< 2_k£,

] D(k) (x)—llS. ck} .

waax

v, ={xeq
Zo'n rij {ck} bestaat; want als

\' =-{)<€ G

K,m !D(k) (X)‘lls 'zlﬁ}
[0 o]

o)
dan is n Vk'mc G \Q, dus )u,( ﬂ A ) = 0, zodat voor zekere m
y

m=1 m=1l k,m k

m

k -k
,u( N Vkm)<2 £ .

Neem dan maar ck < j; .
k (0.¢]

A=Q\

Als nu
k=1 Vk’
dan is /lJ.(A)> 1-£ , en het stelsel S van alle rijen {an}, agA, is

&
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uniform gelijkverdeeld in G,

Ook ditmaal geldt dat een verzameling A als in stelling 10 niet

geheel Q kan zijn., Immers, Q is overal dicht in G, daar AL(Q) = 1;

' daarentegen is A nergens dicht. Dit is de inhoud van onderstaande stel-

ling 11, Alvorens deze stelling te kunnen bewijzen moeten we eerst aap-

tonen:

Hulpstelling. Zij G een samenhangende compacte groep, en stel'{an} is

gelijkverdeeld in G. Als D een niet-triviale irreducibele unitaire re-

2Titk
presentatie is van G, dan is D(a) = e * , voor zekere irrationale
xel0,1).
Bewi js.
Daar G abels is, is D van de graad 1, en D(a) is dus een complex
i
getal z met lzl = 1, dus van de vorm ez ld. We moeten bewijzen dat

irrationaal is. Ware dit niet het geval, dan zou

Zninotln

V‘={D(an)|n=1,2,...} ={e =1,2,...}

een eindige verzameling zijn. Daar de elementen an dicht liggen in G
volgt: D(G) < V = V; maar met G is D(G) samenhangend, dus D(G) bestaat
uit slechts één getal, in tegenspraak met de aanname dat D niet trivi-

aal is,

Stelling 11. Zij G een samenhangende compacte groep, en zij A een deel-
verzameling van G met de eigenschap dat het stelsel S van alle rijen

{an} , a€A, uniform gelijkverdeeld is in G. Dan is A nergens dicht.

Bewi js.

Op grond van stelling 6 kunnen we zonder verlies van algemeenheid
aannemen dat A gésloten is in G. We mogen ook aannemen dat A niet leeg
is.

i Stel D is een niet-triviale irreducibele unitaire representatie
van G, Als xe€G, dan zij @(x) het getal in [0,1) zodanig dat
D(x) = eZ?CicP(x); dan is @ een continue homomorphie van G in de addi-

tieve groep der reéle getallen modulo 1. Daar G compact is, is ¢ een

open afbeelding.

[
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Als ag A, dan is ?(a) irrationaal, volgens de hulpstelling, en
alle gehele veelvouden van ¢ (a) behoren tot ¢ (G); daar ¢(G) boven-
dien compact is moet ¢ (G) heel [0,1) omvatten, Daar ¢¢(A) een leeg
inwendige heeft in [0,1) - immers ¢ (A) bestaat uit louter irrationa-
le getallen - en dus ook een leeg inwendige heeft in <P(G), en daar

open is, moet A een leeg inwendige hebben.

§ 6. Eigenschappen en toepassingen van goed geli jkverdeelde rijen‘

Zoals we in de vorige paragraaf opmerken is het begrip "goed
gelijkverdeeld" te herleiden tot het begrip "uniform gelijkverdeeld
stelsel". De eerste twee stellingen uit § 5 impliceren dan ook zonder
meer twee stellingen betreffende goed gelijkverdeelde rijen, die we
hier overigens niet meer expliciet formuleren.

Een belangrijke eigenschap van goed gelijkverdeelde rijen is de

volgende.

Stelling 1. Zij %= {xn} goed gelijkverdeeld in G. Voor iedere geslo-
ten EC G met positieve maat, waarvan de rand een nulverzameling is,

bestaat een natuurlijk getal N met de volgende eigenschap: van N op-
eenvolgende elementen Xh+1’xh+2""’xh+N uit de rij % behoort er al-

tijd tenminste één tot E.
Bewi js.
Uit § 5 stelling 1 volgt, als we in (3) &= %}A,(E)>o kiezen:

er is een No zodanig dat voor alle N3>NO en voor alle h» O

)
| 4G END cpm| < 3 pm.

Dan volgt:
™ 5,05 ¥, p@® > 0,

A(§

zodat voor iedere h» O tenminste één der getallen Xh+1""’xh+N tot E

moet behoren.

Een voorbeeld van een goed gelijkverdeelde rij, van een type dat

in velerlei groepen G voorkomt, wordt geleverd door
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Stelling 2 (vgl. § 4 stelling 2). Zij a€G. Indien de rij-{ang geli jk-

verdeeld is in G, dan is hij ook goed gelijkverdeeld in G.

Bewi js.

Stel {an} is gelijkverdeeld. Volgens § 5 stelling 3 is dan het
stelsel van alle rijen {can} , c€G, uniform gelijkverdeeld. Kiezen
we speciaal de elementen ¢ = ah, h=0,1,2,..., dan blijkt{ an% goed

geli jkverdeeld te zijn.

Een bekende stelling van J.G, van der Corput luidt als volgt: is
© een irrationaal getal, en is {xn} een redle getallenrij met de eigen-

schap 1lim x
1 =3 00
Deze stelling werd op de navolgende wijze door E. Hlawka gegene-

n+1_xn) = O, dan is {Xn} modulo 1 gelijkverdeeld.

raliseerd tot willekeurige compacte groepen:

Stelling 3 (Hlawka [4] ). Zij'q ={:yn} goed gelijkverdeeld in G, en

zij 3::{:xn} een rij in G met de eigenschap

-1 -1

y,=e

L 1im yn+1xn+1xn n

N~ 00
(e is het eenheidselement van G). Dan is ook f goed gelijkverdeeld.

Alvorens deze stelling te bewijzen laten we zien dat hij inder-
daad een generalisatie (en zelfs een verscherping) is van genoemde
stelling van Van der Corput. Zij dus-{xn} een reéle getallenrij met

1im (x -x ) = ©, © irrationaal. Daar.{ne} modulo 1 gelijkverdeeld
n'~e 00 n+l n
is, volgt uit stelling 2 dat {ne} zelfs goed gelijkverdeeld is modulo

1. Daar _lim { ~(n+1)0 + x -X +ne}-= O volgt uit stelling 3 dat ook
n=s 00 n n

+1
{xn} goed gelijkverdeeld is modulo 1. A fortiori is {xn} geli jkverdeeld

modulo 1.

Bewi js van stelling 3.

Zij €>0 en k een natuurlijk getal. Daar m goed gelijkverdeeld is

bestaat er een No’
4
2) No>[z]4'l’

zodanig dat



D Q e
N .
123 o0, 00+ 2
n=

voor alle h O en alle N;NO.

V?ifens veronderstelling geldt: unué=1, waar u = yn+1xn+1xn Y-
Daar D continu is bestaat er een nO zodanig dat voor alle nz no
@ | 0® @)y -1|< L.
n 2
N
o

Door volledige inductie naar n3 O volgt voor h» no

5) ‘ “ D(k)(

|

n+

|

...uh)—1“§

N
-

uh+nuh+n—1

=

o

als basis voor de inductie dient (4), terwijl de inductiestap als volgt

verloopt:
(k) "
D coe - £
“ W ns1%hn ) T TS
(k) (k) ' (k) “
- - £
<) p® e, po®a, ap-t] o, -1
e Dl + 1 n+2
= = .
NZ NZ N2
o o o
We gebruiken hierbij het feit dat D(k)(uh+n+1) unitair is; voor uni-

taire matrices U en willekeurige matrices A geldt nl.

6) “UA“:ﬂAUh=HA“;

+

immers “UA“2 = spoor(AfUTUA) = spoor.(A A) =l]A“2, waaruit op zijn
beurt volgt:]‘AU“ =[‘UTA1“= “AT“: “A}t.

Uit (5) en (8) volgt voor h>n0 en nx» 1, aangezien Lon =

_1 .
= Yptn Yhen-1Yhen-2°""n"n n

“ D(k)(X )__D(k)(y

h+n h+n

.0 ® ¢ o] =

1o ®6 Hyo®w

(k) -1
h+n h+n-—1uh+n-2"'un)_1)D ¥y xh)"=

o™ @ a1 e 2

(o]

h+n-1"h+n-2



-30~

Bijgevolg geldt voor alle h}no:

| “ ZNO D(kj (xh+n) “ ¢ '!:5 % n +“ ZN»O D(k) (yh+n) 'D(k) (ylzlxh)n<
n=1 NO n=1 n=
N
£1 +“ nzz D(k) (¥4 )“sl + 3N €,

waarbij de laatste stap berust op (3).

Zij N1 = N1 () een natuurlijk getal met

8¢ noV rk).
Als N}Nl, dan zij H =[-I\-II‘L] ; voor willekeurige h? n, is
o

-1 Yo
1: 2 0@ leli S 3 2%

(N N> max(4e’1NO

1 Ty

X )
=l =5 1 h+qNo+n "
H-HN N & N-HN
1 o (k) H o o 1 &
27 0™ O Dl far 50— 'ﬁk<N tat
n=1 o) \/..
N0 rk
+ X < 3€,
1
(we éebruikten (2) en (7)), terwijl voor h<n0:
N -
1 (x) ‘
“ N Z D (k) " =T
n=1
n n _+N N+n
1 2“2 (k) 1 T° (k) 1 ° (k)
e 0@y S Wy -i oD (x)!{@
“ N n=h+1 n N n=no+1 n N n=N+h+1 n

no—h nofh ‘/*- 2no \/—=
= e & —2
'é» 5 rk+%é+ ~ Vi ¥ rk+%é<6,

waarbij we weer van (7) gebruik maakten.,

We hebben bewezen: als N>;N1 dan geldt voor alle hx O:

N
1 (k) n )
“ N Z D (Xh+n) <E;
n=
m,a.w, {xn} is goed geli jkverdeeld.

Gevolg 1. Als 1 ={y,} eoed gelijkverdeeld is in G, en 5 = {xn} heeft
de eigenschap:



-31-

n%igoo Y, X, = © dan is ook ? goed gelijkverdeeld in G.

Gevolg 2., (Hlawka [43; Keogh, Lawton en Petersen [6]). Stel in G be-
staat een goed gelijkverdeelde rij. Dan kan iedere rij die overal dicht
ligt in G zdé gerangschikt worden, dat de omgenummerde rij goed geli jk-

verdeeld is in G.

Bewi js.

Stel M = {y } is goed gelijkverdeeld in G, en ? n} is overal
dicht. Dan bestaat er een deelrij x { } {:x } van ? , zodanig dat .
n%igbo ynlzn=e (daar § immers overal dicht is). Op grond van gevolg 1
is j goed gelijkverdeeld. We gaan nu K wijzigen op plaatsen die zo dun
gezaaid liggen dat het goed gelijkverdeeld zijn van T er niet door wordt
beinvioed, bijv. op alle plaatsen met rangnummer n3, n=1,2,,.. . Over
deze, aftelbaar vele, plaatsen verdelen we de volgende, aftelbaar vele,
elementen: alle X, die nog niet in X voorkomen, en alle z 3. Zo verkrij- .

gen we een rij X die nog steeds goed gelijkverdeeld 1is, ‘en die tevens

een omnummering is van ? .

Opmerking. Als we in bovenstaand bewijs waren uitgegaan van een (gewoon)
gelijkverdeelde rij q , dan was 3' in ieder geval gelijkverdeeld. Daarmee
is een bekende stelling van J.G. van der Corput bewezen (gegeneraliseerd

tot compacte groepen):

Stelling 4. In een compacte groep G kan iedere overal dichte rij worden

omgenummerd tot een gelijkverdeelde rij.

In een compacte groep bestaan nl. altijd gelijkverdeelde rijen: zelfs
zijn bijna alle rijen gelijkverdeeld. Dit zal vermoedeli jk wel door een

der volgende sprekers worden bewezen.
Probleem: bestaan in iedere compacte groep G goed gelijkverdeelde rijen?

Er zijn rijen die gelijkverdeeld zijn, maar niet goed geli jkver-
deeld. Ter staving van deze bewering vermelden we de volgende feiten,
zij het zonder bewijs. Ook deze stellingen horen nl, veeleer thuis in
een voordracht over '"'alles of niets” - stellingen,

in H., Weyl [9] (zie ook J.F. Koksma [7] Hoofdstuk VIII st.12) kan

men de volgende stelling vinden:

&
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Stelling 5. Zij g een l-l-duidige afbeelding van de verzameling der
natuurlijke getallen in zichzelf., Dan is voor bijna alle & e[(),l) de

rij {g(n)d}' modulo 1 gelijkverdeeld.

I.h.b., is de rij {ni&}»voor bijna allec(eto,l) modulo 1 gelijk-
verdeeld, evenals de rij {kn&}-, k een natuurlijk getal > 1.
Vragen we echter naar goede gelijkverdeling, dan is de situatie

radicaal verschillend.

Stelling 6. (Dowidar en Petersen [2:]). De verzameling dexwxéﬁo,l)

waarvoor de rij {n!a} goed gelijkverdeeld is modulo 1, heeft de maat O,

Stelling 7. (Dowidar en Petersen [2:}). Voor geen enkele ag[0,1) en
geen enkel natuurlijk getal k is de rij-{kn.d} modulo 1 goed geli jk-

verdeeld.

Probleem. Is de volgende uitspraak juist: ''voor geen enkele x¢[0,1) en
geen enkele rationale r is de rij {r%x% modulo 1 goed gelijkverdeeld”?
Een foutief bewijs werd gegeven in [6] ; in [2] wordt gesignaleerd dat
het bewijs in [6] incorrect is, waarna alleen het speciale geval van

stelling 7 bewezen wordt,

Bij wijze van toepassing van het begrip goed gelijkverdeeld behan~-
delen we nog de volgende generalisatie door E. Hlawka van een stelling

van Fatou over Pourierreeksen (zie bijv. ElOJ stelling 1.6).

Stelling 8 (Hlawka E4i]). 7ij f continu op G buiten een nulverzameling,
en zij j’,f(x)ld/b(x) £ 0, Zij {an} een re&le getallenrij met
G

< =
(8) 0 a 4§ ga (n=1,2,...)

voor zekere reéle  »0. Indienagr een goed gelijkverdeelde rij.{xn§

bestaat zodanig dat de reeks E: a f(x_) absoluut convergeert, dan
00 n n

convergeert ook Z an. n=1

n=1

Opmerking. o

Als bovendien f begrensd is volgt dat :E: anf(yn) absoluut con-

vergeert voor iedere keuze van de rij {yn},n=l
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Bewi js.

Daar de bewering triviaal is als &< 1 stellen we ¢ 1. Aangezien
f bijna overal continu is bestaat er een gesloten E< G waarvan de rand
de maat O heeft, terwijl )LQ;(E)> O, en een constante ¢ zodanig dat
lf(x)! > ¢ voor alle x& E.

Volgens stelling 1 is er een N zodanig dat van ieder N-tal opeen-

volgende elementen uit de rij {xn} tenminste één in E ligt. Bijgevolg

[0.¢] [o.0) N
E anlf(xn)l = q§ Z an+nl f(XqI\Hn)‘?"

n=1 n=1

is

_N 00
2 Cc& ;Zo a(q+1)N 5

uit (8) volgt immers dat voor ieder natuurlijk getal M en voor iedere

n, 1¢ng¢N,
n-N -N

en? Pued® 2 Pwen®
z2ij ¢y = l+5+@‘2+...+§’N-l; voor iedere Kz N is
X N &= N 00 N N
:Z; "n€ ; n” &o o 2 (@r1Nan® P10 * q; & 2q+)N

00 6"N (8]
= oy (a7 qz 2 qen) €013t PAEMEICRIE

hieruit volgt het beweerde.

8§ 7. Matig gelijkverdeelde rijen

De inhoud van deze paragraaf wordt slechts terwille van de vol-
ledigheid vermeld. Bewijzen worden achterwege gelaten; ze zijn te vin-

den in Hlawka [Sj .

Definitie 1. Een rij %:{xn} in G heet matig gelijkverdeeld indien
voor iedere fé& C(G)

H N ’
) . 1 1
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Stelling 1. Iedere goed gelijkverdeelde rij is matig geli jkverdeeld;

iedere matig gelijkverdeelde rij is gelijkverdeeld.

Het blijkt dat in iedere compacte groep G matig gelijkverdeelde
rijen bestaan, en dat zelfs bijna alle rijen in G matig gelijkverdeeld
zijn., De motivering voor het definisren van matige gelijkverdeling is
hoofdzakeli jk dat voor deze rijen § 4 stelling 3 en § 5 stelling 8
juist blijven:

Stelling 2. Zi}j 7l=-{yn§ een matig gelijkverdeelde rij in G, en zij

§'={xn} een rij met de eigenschap

lim ( -1 X x—-1 ) = e
n'—3 0o Yps1¥p+1® Yo’ T ©-

Dan is ook % matig gelijkverdeeld (en dus zeker gelijkverdeeld).

Stelling 3. Zij £ & C(G) net jrl f(x) dlb(x)>=0. Zij {an} een reéle

getallenrij met O‘<an+1§?an, voor alle n. AlsG?r een matig geli jk-
verdeelde rij %::{xn} in G bestaagozodanlg dat :i; anf(xn) absoluut
convergeert, dan convergeert ook a - B

n=1
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§ 8. Onregelmatigheden der verdeling; Discrepantie e.d.

i; Liggen de N2 1 getallen

1) Xy )Xo o ooXy AN [o,1[,

en is voor

(2) 03 a<p<l

(3) A=AN) = A(«,p,N) het aantal der getallen (1) met (2),
dan heet

(4) R = R(N) = R(«,f,N) = A(N) -~ (B-w)N

de restterm in de gelijkverdeling der getallen (1). Het getal

ND(N) = sup |A(N) - (F-®N|
(«,p)

kan een indruk geven van de regelmatigheid dier verdeling. D(N) heet

de discrepantie. Voor vele problemen leent zich nog beter de uitdruk-

king

. 1 2
(6) uw) = V[ ®,x,0)2x
0
die kennelijk voldoet aan

7 M(N) £ ND(N)

en die men zou kunnen noemen: de middelbare restterm. Haar eigenschap-

pen zijn minder stroef dan die van ND(N).

Neemt men een oneindig voortlopende rij
(8) { Xn% = X Kgpeen
dan krijgt men automatisch 3 functies van N2 1:

(9) R(N) = R(,p,N); DON); M(V)

door bovenstaande definities op de eerste N resten mod 1

(10) xl—[xlj,..., XN_[XN]
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toe te passen.

2. Reeds Weyl bewees:

Voor gelijkverdeling (mod 1) van een rij (8), d.w.z. voor
(11) R(N) = o(N) bij elke vaste («,p) met (2),
is nodig en voldoende
(2) D(N) «=s O.

Het ligt voor de hand met behulp van D(N) en M(N) quantitatieve

uitspraken over de regelmatigheid der verdeling te zoeken.

3. Uit de elementair te bewijzen betrekking

1 1 N
(13) f R(0,x)dw(x) = N! w(t)dt - Z w(xn)
0] 0]

n=1
volgt voor elke periodieke functie w(t) (periode 1), die op [0,1] de
totale variatie T heeft

N 1

(14) \ 2 wx) - N[ wtat lf—; TND(N)
n=1 (6]

maar ook voor elke zulke functie wier differentiequotienten absoluut

*
£ 7" zijn (door toepassing van de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz) :

N 1
7 wix ) - N_!) w(t)dt

n=1

(15) ¢ M) .

2
4. Men kan analoog aan (13) ook integralen voor (R0 x) op ele~
?

mentaire manier becijferen. Bijvoorbeeld

1

*
(16) aman? = [ & w,mia + @an?.
)
Hierin is
amn R™(u,N) = i P, (x_+u),

n=1

waar

(18) P, (x) = x- [x]-3
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het 1~ polynoom van Bernoullli, en R (N) = R (O,N) is.

5. Reeds sinds lang heeft men quantitatieve vormen van het
kriterium van Weyl afgeleid. Een der mooiste stellingen is die van

Erdés-Tdaran:

Voor elke natuurlijke M is bij elk N-tal (1)

= 4
=l o

Y | & omihx
(19) ND(N) £ 150 (& + ] > e nl .
: h=1 n=1
Ik ga op het bewijs en op de meerdimensionale analogie van (19)
thans niet in.

Men kan voor M(N) de exacte formule bewijzen

ﬁ% 21 hoxy

QO
(20) aa)? = ®*a? + —15 > 3%
: n=1

27 h=l h

en die ook generaliseren voor het meerdimensionale probleem.
Formule (20) bevat (16).
6. Neemt men voor de N getallen in (1)
n-1
(21) X TR

dan is kenneli jk
ND(N) £ 1,

Een heel andere vraag is of er oneindige rijen (8) bestaan, zo, dat
(22) | | N £ o (c; vast)

voor elke N2 1. Mevrouw van Aardenne bewees, dat steeds:

(23) Lim sup ND(N) = o ,

welke rij (8) men ook neemt en Roth toonde later aan:
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Voor elk N-tal (1) geldt

(24) sup MD(M) Z ¢! Ylog N (¢! vast)
15 MsSN 2 2 '

en dus voor elke rij (8):

(25) ND(N) = £ (Y1log N) (N—»o00).

7. Het bewijs van Roth maakt gebruik van het vlak in plaats van
van de rechte. Neemt men algemener voor kz1l in de k-dimensionale een-

heidskubus
(26) E : Ogu, <1 (0Ogig k)

een N-tal punten

@7 Pn = (an’xnz"f”xnk)
en is
(28) AN) = A(é(l ,/31,%2,@2, cee ,uk,ﬁk,N) = A(B,N)

het aantal der punten (27) die liggen in de balk
. [ - - 3
(29) A B : = uy < ﬁi met 0% ﬁi eii< 1 (i=1,2,..,k)

1

dan definieert men de restterm

(30) RAD = R(B,N) = A - (B-o) ... (B -« )N,

de discrepantie D(N) met

(31) | D@ = sup |RGBW|
(8

en de middelbare restterm

T oo
(32) Juw =Y ,{) (R0, x, 1 ax, dx,. . .dx,



-40-

volkomen analoog aan het geval k=1.

In Rk geldt dan voor ieder N-tal (27) volgens Roth:

(33) M(N)2 c, 1ogk~1N (ck vast),

zodat voor kZ 2 geen speciaal N-tal met (22) bestaat, zoals voor k=1,
Hoe kan men nu (24) uit (33) (met k=2) afleiden? Neem de N punten in
het (xy) vlak met coordinaten (xn, %),’waar de X de getallen (1) ziJjn.

Dan is kennelijk in E2

R(0,x,0,y,N) = A(0,x,0y,N)- xyN =

(34) = A0, x,[yN]) - xyN = R(O,x[yN]) + ¥

met zekere 7 waarvoor lv] £1.

Uit (33) en (32) volgt voor minstens één paar (X,y)

(35) l R(O,x,O,y,N)l z chlog N

en daarom volgt (24) (neem M = [yN]).
Past men dit procédé ook toe op het N-tal (27) door een (k+l)ste codr-

. dinaat % toe te voegen, dan volgt uit (33) (toegepast voor k+l in

plaats van k)
k
(36) sup MD(M) Z ¢, (log N) 2 ,
13 MEN

geldig voor (27) in E_ voor kiZ 1.

k
8. Het bewijs van (33) gaat voor k>» 2 analoog aan dat voor k=2,
Roth construeert een functie f(x,y) op EZ’ zodanig dat de uitdrukking

1 1

f ] f(x,y) R(O,x,O,y,N)dx dy
(¢} 0

iy

(37 ¢ (V)

niet te klein wordt en de uitdrukking

(38) fl fl £ dax dy
o ‘0

S

VA

niet te groot. Dan geeft toepassing van de ongelijkheid van Cauchy~-
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Schwarz:

1 .1 2
39 jrgl' (R(O,X,O,y,N)de dy = (gN)
0 ‘o Y0

waaruit dan (33) volgt op grond der gevonden waarden voor ¢ en‘y’,
nameli jk

(40) ¢(N) & log N; ¢ (N)e7 log N

9. Houdt men zich aan de discrepantie, dan kan men vragen of

voor (24) en (36) de rechterleden nog kunnen worden vergroot., Dit is

onbekend. Houdt men zich aan de middelwaarde, dan blijkt uit een

stelling van Davenport, dat voor k=2 de formule (33) niet essentieel
kan worden verscherpt., Hij geeft voor iedere N een N-tal punten (27)

in Ez, zodanig dat

(41) M) < Zzlog N (c, vast)

een preciese pendant van (33) voor k=2 dus. (In het vervolg kom ik op
een soprtgelijk voorbeeld terug). Een even mooi resultaat voor k> 2 is

onbekend,

10. Men kan zich in het geval k=1 afvragen, getallenrijen (8) te

vinden die zo regelmatig mogelijk verdeeld zijn. De tot nu toe beste

rij is aangegeven door Van der Corput. Hij definieert X, als volgt:
Ontwikkel n in het tweetallig stelsel (de methode gaat ook voor een

grondtal » 2):

hl h2 hs
42) n=2 “+2 “+...+2 met h,>h_» ...>h =0
: 1 2 s
en stel
S 1
(43) x = z —'ﬁ;_—-ﬁ.- .
=0 2
Ook:
n = aa,...a (aa,= 0,1)
(44) u O,a a a
T % -1 "L

De cijfers van n in de tweetallige ontwikkeling lopen dus juist tegen-

gesteld aan de dualen in de breuk die un voorstelt.
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11, Neem een willekeurige NZ 1 en ontwikkel

kl k2 kt
(45) N=2"+2%+ ... +2° (tgl;kl>k2>..,>kt§;.o).
Stelt men
k ke
(46) m = 2 1 + ee. + 2 1 (15T Et), waar m, = 0
betekent, dan wordt het vak
47) Os ngN-1 (NZ 2)
ondubbelzinnig gesplitst in t disjuncte vakken
(48) I, =m. % x§ m.“l-l (t=1,2,...,t)
k'@‘
met lengte (= aantal gehelen né,Lt) gelijk 2
Elke gehele nég Lf is van de vorm
I 1
= y > p >
(49) n m€+g}i 2 (k, > 1, >...%1 50,

waar de laatste som voor r=0 het getal O betekent.

Als nu
I x 1
(50) &an
de door (43) gedefinieerde rij van Van der Corput is, bezien we de
N getallen

(51) X 0= 05 Xppeen, Xy oo

Volgens (43) geldt dan voor né,I%)wegens (49) en (46)

T-1
. - = S ___}__._ e
(52) x| =g+ vy met & =0, iie= Z T (T2,
& =1 &
2
v = 3 1
n @;zi 2115+1

Kennelijk is

(53) 0 </~k,t,<—— voor ¥ 2 2,
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an ' kt
(54) v. = — met gehele a £ O en < 2 .
n kf n
2

Daar voor verschillende waﬁ;den van n de bijbehorende Xn verschillend
zijn, en er op It Juist 2 gehele n liggen, neemt dus in (54) an
alle waarden tussen O en 2 “-1 juist eenmaal aan. Conclusie: de xn met

né Lg liggen equidistant op afstanden —%— met als kleinste waarde
. -

2]

a0,
A . 2
L)

7Zij nu A'(0,x,N) het aantal der getallen (51) met
(53) Ogx <X
n

en Ag(o,x) het aantal dier X met n@;Lf; dan is

(54) A'(0,x,N) = 2_ A_(0,x).

%

T=1
Maar nu is

: kg ke oy
= (x- 4 = - 2+ (x,T)

(55) Aﬁ(O,x) Em(x ﬂ&@)z x2 fﬁg ,
met
(56) 05V (x,0)< 1 (g 21),
Z0
(57) F uf? het kleinste gehele getal 2 u
voorstelt.

Daarom volgt uit (54) en (55) wegens (45) dadelijk

t k t
o i 5 -
(58) A'(0,x,N) = xN - 2 fh 2 + § F(x,©)
‘ﬁ =1 & T ;]_a

d.w.z. wegens (53) en (55)

(59) A'(0,x,N) - xN | gt £ 210g N.

Definieert men R(0,x,N) voor de rij (50) weer op de gebruikelijke

wijze dan volgt dus onmiddellijk

(60) l R(0,x,N) % g 1+ts 1+2log N
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alsmede

(61) ND(N) 32 + 21og N

12~ Men kan zich afvragen of (6l) zich voor onze rij essentieel
laat verscherpen en inzien dat zulks niet het geval is, door voor

x te nemen

R
(62) X=xe= 2 "Fi1
o =1 X
2
dan wordt wegens (52)
(63) X ply = ﬁ%’ L
P Tk
o =T, 8
en vindt men in (55) kennelijk
F(x,m) =3}
en dus in (58)
t k
= T
(64) AT(0,x,N) - xN = 3t -~ 2 M. 2
< =1
Neemt men N van de speciale vorm
(65) P LG MRPLI e MR L

dus kﬂz: a(t-T), waar az 1 geheel is,
dan vindt men
t k
{‘(;‘ . el _ t - G P g
(66) P fe 2 = ——— = T met O j”t $1,

s
g 2(2a—1) t,a ,a

Voor a=l geeft dit met (64) een kleine R(O,X,N)i , maar voor a i 2

bewijst dit dat

(67) ND(N) =.£L (log N).
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¥
13, Op elementaire manier kunnen we eveneens R (N) bestuderen, We

laten daarbij weer x_ weg, nemen dus de som der getallen (51). Dan is

N
* N-1 E
B (M =y x_ - iN-= y  x_ = 3N =
n n
n=1 =1l nel
o
ke
<= &= 1 Y N
=2. L. (gr) 3=
T=1l ¥ =0 9 T
t 2 t k
5 53 z N
=“, ” ﬂ%e + Z %(2 -1) -3
!:=2 ‘C =
of
t 2k,
(68) R(N) = 2 sme -4t
=2 "

Uit (68) en (53) volgt, onverschillig of we Xy Wweer toevoegen of niet

] % i
(69) 5 R () b % dts % 21og N.
Neemt men speciale waarden van N van de vorm

1
(70) N=2 , dus t =1
dan wordt dus (69) zelfs
*
[ R (N)] s 3.

Neemt men N van de vorm (65) dan geven (66) en (68)

* ) * .1
R (N)ig 1 als a=1; RT(N) s ~ §t als az 2,

Voor de rij van Van der Corput geldt dus

(71) R = 4 (log N), M) =.Lk(log N), ND(N) = L2 (log M).
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14. Door eveneens elementaire behandeling van M(N) wordt men ge-
voerd tot de volgende formule, die fraai correspondeert met (16) en
(20)

2 ] 2 1 %
(72) ma? = ®oN -z R W
en waarin het verrassende is de tweede term die absoluut g-%g t =
=7 (log N) is, in tegenstelling tot de eerste die L3 (logZN) is.
(In (72) is weer x0=0 toegevoegd en bij de definitie van R" en M
is X Wweer weggelaten; alles betrekt zich dus op de N getallen (51)).
15, Wil men op M(N) voor de rij van Van der Corput de transcendente

methoden toepassen, dan moet men sommen

N 2mik x
(73) 2 e voor gehele k # O
=1

berekenen. We nemen weer xo=0 en beschouwen

7 - 7% i 2351 wik . - G =
! 1}75;} e2 ik X _ f)i ? . 76 ik X _ ,}% ez Qlk“{( Tj/“ eZm ik Ve
i L. = - = £ YA ‘
! n=0 ¢=l nal T =1 ne I
(74) k. . J
bt 2wikp.. 2.7-1 2®Wik Lox 2Wik p. ko
i X7 & §’“ zkf _os £ o
= L. e - e = 2 e 2 ,
{ e =1 ¥=0 T =1

¥ )
waar ?: betekent, dat alleen over de waarden van ¥ wordt gesommeerd

waarvoor

k.
(75) hz O (mod 2 ).

Noemt men de maximale kE,Ct’=l,2,...,t) met (75) gemakshalve K(h,N),
dan volgt uit (74), dat in elk geval

N-1 2%ih x ' _
(76) g > e n ég Zgi ZK(h)§ 2.zK(h,N) )
b n=0 | k% K(n,N)

Uit (20) en (76) kan men afleiden

" aa? 2 ®@*e? + ot
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in overeenstemming met (72).

De transcendente methode en de elementaire geven dus voor M(N) een
resultaat van vrijwel gelijke scherpte. Voor D(N) geldt dat niet:
past men (19) toe onder gebruikmaking van (76) , dan wordt het re-

sultaat slechter dan de schatting (61) van Van der Corput.

15. De formules (72) en (77) zijn van belang voor de constructie van
rijen{ xn% met zo klein mogelijke M(N): Neemt men een willekeurige
rij { xn§ en vormt men de nieuwe rij

(78) xl,(l-xl),xz,(l—xz),...,

dan is de
e
R (N)

der nieuwe rij kennelijk =0 voor even N en =x é(N+1)§ 1 voor oneven
N. Vormt men (78) uit de rij van Van der Corput, dan leidt men uit

(72), zowel als uit (77) eenvoudig af:

(79) M(N) = G(Ylog N).

(79) betekent

1
i 2

(80) J R (0,x,N)dx ¢ colog N
[¢]

voor alle N» 2 en dus wegens (34)

101

(81) r2(0,%,0,y,N)dx dy < ¢, log N;

3

O =y

dus in R2 geldt:

(82) M(N)% ¢

9 log N

voor de N punten

1 N
(83) (Xl, ﬁ),...,(XN, ﬁ)'
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D.w.z.: het resultaat (33) van Roth kan voor k=2 niet worden ver-
scherpt.

Tevens blijkt dat geen rij op het eenheidsvak kan worden gevon-
den met essentieel kleinere M(N) dan de M(N) van (78) gevormd uit de
rij van Van der Corput. Immers dan zou uit de betreffende verscher-
ping van (79) via de analoga van (80) en (81) een verscherping van

(82) volgen in tegenspraak met (33).

17. Men zou kunnen menen,dat de rij (78) gevormd uit de rij van
Van der Corput een essentieel kleinere ND(N) gezit dan de rij van
Van der Corput zelf. Neem echter de eerste 2N termen van (78). Dan

zullen we aantonen
(84) 2N D(2N) = £2(log N)

door dezelfde combinatie van een speciale x=xN en N als we in (62)

en (65) hebben gebruikt,

-

18. Op blz.41 werd reeds gezegd, dat het eerste voorbeeld van
een rij met (82) werd gegeven door Davenport. Davenport past de
kunstgreep (78) toe op de rij
(85) x =no - [ne] (n=1,2,...)
waar © een kwadratisch irrationaal getal is, of een ander getal met
begrensde wijzergetallen in de kettingbreukontwikkeling. Van zulk
een rij (85) is bekend dat ND(N) klein n.l. ¢(log N) is.

Hij bewijst voor de uit (85) geconstrueerde rij (87):
L 1 X 2®mihx 2.

2 <2 3
(86) MmOt g S| 2 e
h=1 h n=1

en leidt daaruit (79) af, waaruit dan weer (81) en (82) = (41)
volgen., Het vermoeden der in dit colloquium bewezen algemene geldig-

heid van (16) werd door deze kunstgreep van Davenport geinspireerd.
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Literatuur bij § 8 (Onregelmatigheden der verdeling enz.), blz.36-48,

voor (12) vgl. H. Weyl, Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins.
Math. Ann, 77, 313-352 (1916).

Voor (14) en (13) zie J.F. Koksma, Een algemene stelling uit de theorie
der gelijkverdeling (mod.l). Mathematica (Zutphen) 11B (1942/43), 7-11.
Voor de discontinue functie R(0,x) die eindig vele sprongpunten
heeft, moet, zo ook w(x) daar discontinu is, het linkerlid van (13)
worden geinterpreteerd als de som der eindig vele integralen over de

continuiteitsintervallen van R(O,x).

Voor (19) c.a. zie b.v. J.F. Koksma, Some theorems on diophantine

inequalities, Scriptum 5, Mathematisch Centrum 1950,

Voor literatuur inzake de resultaten van Mevr. Van Aardenne en Roth,
zie ' .

K. Roth, On irregularities of distribution, Mathematica (London), 1,
73-79 (1954).

J. Halton, On the efficiency of certain quasi-random sequences of
points in evaluating multidimensional integrals. Numerische Mathema=-

tik 2, 84-90 (1960).

Voor het resultaat van Davenport (41) zie
H. Davenport, Note on irregularities of distribution. Mathematika 3,

131-135 (1956).

Voor de rij (43) van Van der Corput, zie

J.G. van der Corput, Verteilungsfunktionen, Proc .Kon.Ned. Akad.Wet.
38, 813-821, 1058-1066 (1935); 39, 10-19; 19-26; 149-153; 339-~344;
489-494; 579-590 (1936),

en ook J. Halton, l.c. en

H., Gabai, On the discrepancy of certain sequences mod 1, Proc, Kon,

Ned.Akad. Wet. 66 (ser.A), 603-605 (1963).
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Aanhangsel bij § 8.

Bewijs van de formule (13):

1 1 N
(13) [ RO,x,Maw = Nj w(Rdt = 3 wix),
(o) 0 n=1

waar w(t) een willekeurige functie van begrensde variatie op O0fx <1
is en waar de integraal in het linkerlid wordt geinterpreteerd volgens

de (op blz.49 genoemde en in het colloquium toegelichte)

Definitie. I. Is op a<xZ b de functie f(x) continu en w(x) van be-

grensde variatie, dan besta%t, zoals bekend, ondubbelzinnig

¢9) 1fu f(x)dw(x).
. a

11. Is voor

(I1) a=a <a;« . gagay, = b
f(x) continu op elk der vakken

(I11) an< X< a1

en bovendien van binnenuit continu voortzetbaar in de uiteinden, dan

kan men voor de aldus op

(v a

A,

x<£a
n = "n+l

continu gedefinieerde functie f(x) voor elke n ondubbelzinnig

a
n+l
4')) f(x)dw(x)
a
n
neerschrijven, hoewel (I) in het algemeen geen zin heeft. Nu definieer

ik in geval II de integraal (I) door de afspraak

a
b def N n+l
V1) f £(x)dw(x) °Z g’ f £ (x) dw(x) .
a

n=0 a
n

N.B. Aan de oorspronkelijke definitie van de functie w(x) is hierbi]j

niet getornd!
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Thans het bewijs van (13), waarin z.b.d.a., wordt aangenomen

(Vii) O«:x1< ...<:XN< 1.

Het rechterlid heeft zin. Het linkerlid heeft in de zin onzer defini-

tie de waarde

X
1 fE= n+l
[ R(O,x,N)dw(x) = ) f R(0,x,N)dw(x) =
“0 n=0 =X
b4 n Xn+1 : Xn+1
N Fn+l N , N _
< f <" S
=27 (n-xN)dw(x) = 2 n J/D dw(x) - 2 N jf x dw®)
n=0 X =0 b'd v =0 b4
n n n

N 1
= 21, n(w(xn+1)—w(xn)) - Njﬁ x dw(x) =

n=0
N 1
=~ > wx) +Nw@ - Nw) +Nf w(t)dt
n g
n=1 0
1 X
=N [ wtrat - 2> wix). Q.e.d.
0 n=1 n

Opmerking. Met de uitbreiding van het integraalbegrip volgens
Definitie II blijven diverse manipulaties geldig, o.a. ook de af-

leiding van (14) en (15) uit (13) (en andere bewijzen van (13)).
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Aanhangsel II bij §8.

Simple proof of a theorem of J.F. Koksma

by L. Kuipers

Let X, 3X550005%y be points lying in the unit-interval and let
0 <xy <X2<°“<XN< 1s
Define

A(N) = A(O,x,N) = }

R(x,N) = R(0,x,N)= A(N)-Nx

N
R¥(x,0)= K(0,x,0)= |  (x_+x-[x +x]- 3)
n=1

s N
R(N) = [ (x-32)
n=1

Evidently A(N) is a stepfunction with discontinuities at Xys¥gs000 Xy

and assuming the values 0,1,...,N consecutively. Therefore

N
(1) AN) =N - ) [x+1-x].
n=1 n
R*(x,N) can be written in the form
) I [
(x = 3) + Nx = X +X] o
n=1 n n=1 n

The expression J Ekn+@] is a stepfunction with discontinuities at

n=1
1-xn, 1-xn_1,g“,1-x1 and assuming the values 0,1,..., N consecutively.
We have
(2) R (x,N)= R (N)+Nx- } [;;f;nﬂ{jo
n=1

From the definition of R(x,N) and (1) follows

: N
(3) R(1-x,N)= Nx~ | [x +x].
n=1



Now from (2) and (3) we have

(&)

Obviously

R(1-x,N)= R (x,N)= R (N).

R(O,N)= R(1,N) = 0O

R¥(0,N)= R (1,N)= R (N)

The graphs of the functions R(x,N) and R¥(x,N) for N=2 are drs'm below.

(x,N)
N=2

Now we evaluate some integrals.

.
| R(x,N)ax
0

1

(5) | R(x,N)ax
0

1]

1
[ (A(W)-Nx)dx
0

1
Ja(N)ax - 3w
0 1
v~ |
0
N1
v - § [ [x +1-x]ax
n=1 0 ©°
%N - xn. Hence
n=1

N %
-1 (x - 3= R,
n=1

|
i
|
|
!
i
!
>

N
Z [kn+1_;3> dx (according to (1))
n=1

By interpreting the integral as an area and by looking more close-

1y at the graph of R(x,N) we may read the result (5) immediately from

the figure:
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F
!
D '
¥ §
{ H
! '
! |
A ! ! B
] ? [}
%4 2
v y y
i B
E !'*\ 1
S
C Y ] \\
\x : % :
Y ¥ s 4
\ ! 0
N VH
1 N\ :
! ]
f R(x,N)dx (= - area ABI + area CIHD + area EHBF) \J :
O = - % N + (1’X1)+(1-X2)+aa.+(1—xn) G{\ :
* \ i
= - R (N). N
From (5) follows eveidently * E
1 1 ; O
(6) [ R(1-x,N)ax = [ R(x,N)dx = = R (N). ‘*
0 0 T
Now by (4) and (6)
1 i
%
(1) | R (x,N)dx = 0.
0

By (4),(5),(6) and (7)

! 2 ! 2

] (R(x,N))%ax = [ (R(1-x,N))“dx
0, 0

= [ (R (x,N)- R(N))%ax

0
1 ¥ 2 * 1 % % 2
[ (R (x,N))%ax-2rR (N) [ R (x,N)ax+ (R (N)°,
0

0
hence

1 1
* * 2
(8) [ ®(x,M)%ax = [ (R (x,M))%ax + (R°(W))=.
0 0
It can easily be seen that (8) is valid for any set of N real numbers
N
after defining R(N) = ) (xn—[xn]- 1) and replacing in the definition
n=1
of A(N) the numbers x by their remainders xna[xn]and adapting sub=-

sequent expressions accordingly if necessary. The way with respect to
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the order of magnitude in which the numbers are indexed is of no
importance. The numbers X, need not be distinct.
Now (8) is a result obtained by J.F. Koksma. For the sake cf

completeness we mention Koksma's next result

1

© N .
2 % 2 1 1 2w1ih 2
(9) [ (R, Zax=(R )% — [ — | I 05,
0 2n h=1h n=1
which he derives by expanding R(x,N) in a Fourier series
R(x,N)= 2 aheQWhlx \
h=w®©
where
1 %
ay= f R(x,N)dx = -~ R (N)
0
and
1 . N+1 x .
a = / R(x,N)e‘Eﬁthdx= ) fk R(x,N)e-enlhxdx
0 k=0 x
k=1
(x0=0 and XN+1=1)
N e-QWith
= ) {R(xk+o,N)-R(xk-o,N)} S
k=1 27nih
N .
- ] z e-2ﬂ1hxk’
27ih k=1
and by using Parseval's relation
! 2 2., v 2
f (R(x,N))"ax = ay+2 ) lahl .

0 h=1
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Einige Fragen der Theorie der Gleichverteilung.
Von Johann Cigler, Wien.

Die folgenden Bemerkungen bilden eine sehr unvollst&ndige und
einseitige Skizze einiger Aspekte der Theorie der Gleichverteilung.
Der Hauptzweck besteht darin, einige wohlgekannte S&tze von einem
neuen Gesichtspunkt aus zu behandeln und auf eine Reihe von Unter-
suchungen hinzuweisen, die flir die Theorie der Gleichverteilung von
Interesse sein k8nnten. Die meisten Resultate. {iber die ich sprechen
werde, sind wohlbekannt, wenn auch manche {iblicherweise anders for-
muliert und bewiesen werden. Definitionen und SHtze, die in [1] vor=-
kommen, werden als bekannt vorausgesetzt. Auf Arbeiten, die bereits

in Eﬂ zitiert sind, wird nicht ausdriicklich hingewiesen.

I. Bezeichnungen:

N = {1,2,3,000} = Menge der natiirlichen Zahlen in der diskreten

Topologie.

c(S) = Algebra aller beschrinkten stetigen komplex-wertigen Funk-
tionen f auf einem Hausdorff-Raum S mit der Norm || f]| = sup |f£(s)].
cT(s) = Menge aller reellen Funktionen in C(S). 5€5

ct(s)

K: Menge der komplexen Zahlen. Ist ze€K, dann bedeute z die konju-

Menge aller nicht-negativen Funktionen in c(s).

giertkomplexe Zahl zu z.
A(S) heisst C-Teilalgebra von C(S), wenn

£12£,8 A(S)=2f +f, und f1f2€A(S)
fe A(S), MeK==3Afé& A(S)
1€ A(S): fe&A(S)=>fe€A(S)
llll = sup [£(s)]
seS
£ e A(s), ]lfn-fllm%s}féA(s)o

Ein kompekter Hausdorff-Raum X, in dem ein stetiges Bild ¢(N) von N

dicht liegt, heisst eine Kompaktifizierung von N.

&
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c(N) ist die menge aller beschrénkten komplex-wertigen Funktionen

f = {f(n)} auf N, Ist £ = {f(n)} dann sei Tf = {f(n+1)},

Eine C-Teilalgebra A(N) von C(N) heisst invariant, wenn mit fe& A(N)
auch Tfe A(N) gilt,

C(N) ist invariant.

M(X) bedeute die Menge aller komplex-wertigen reguldren Masse p auf
einem kompakten Raum X, also die Menge aller beschréinkten stetigen
Funktionale p auf C(X).

Mt(X) bedeute die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmasse, d.h. die Menge
aller Masse u& M(X) mit u(f)> 0 flir £>0 und u(1)=1,

Flir jedes x& X bedeute ex(f) das im Punkt x konzentrierte Mass, fiir
das also sx(f) = f(x) flir jedes f&C(X) gilt.

Ein Mass p ist konzentriert auf einer Menge E, wenn flir jede Borel-
Menge A gilt u(A)=u(AsE).

q%= Torusgruppe = Gruppe der reellen Zahlen mod 1, représentiert
durch das Intervall [0,1), bei dem die Endpunkte identifiziert
werden.

qk = k-dimensionale Torusgruppe.

II. Hilfssitze aus der Theorie der kommutativen Banach-Algebren

Jede C-Teilalgebra A(N) von C(N) ist isometrisch isomorph zur
Algebra C(X) aller stetigen komplex-wertigen Funktionen auf einem
kompekten Hausdorff-Raum X, in dem ein stetiges Bild ¢(N) von N dicht
liegt. Ist umgekehrt X eine Kompaktifizierung von N, dann ist die
Algebra C(X) isometrisch isomorph zu einer C-Teilalgebra A(N) von
Cc(N), Dieser Isomorphismus wird durch die Zuordnung

£(x) € C(X) «—a£(6(n)) e AN), £(¢(n)) = £(n),
gegeben,

Die. Funktion $(x) ist die stetige Fortsetzung von f(¢(n)) auf X.

Die Kompaktifizierung von N, die der Algebra C(N) selbst entspricht,
v
werde mit 9 bezeichnet. Q heisst Stone = Cech - Kompaktifizierung von

N. Es ist C(N) &~ c(Q). Jede Kompaktifizierung X von N ist als
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stetiges Bild von Q darstellbar. Rein mengentheoretisch ist Q
isomorph zur Menge aller Ultrafilter auf No

Jedem fe C(N) ist umkehrbar elndeutlg eine stetlge Funktion
f=f(w) ec(f) zugeordnet, so dass flir n&lN f(n) = o(n) gilt,
Fir wéN und jedes fe C (N) gilt lim f(n) < £(w) < 1Im £(n).

n-—>o n-»>o

Literaturs [2],[3],[¥]-

III. Der Problemkreis der Theorie der Gleichverteilung.

Die Theorie der Gleichverteilung kann asufgefasst werden als die
explizite und konkrete Realisierung der Isomorphismen zwischen den
C-Teilalgebren A(N) von C(N) und den entsprechenden Algebren c(Xx).
Das Hauptinteresse liegt dabei an der Zuordnung der einander ent-
sprechenden linearen Funktionale.

Die beschrinkten linearen Funktionale auf C(X) sind genau die Masse
ueM(X). Die beschrinkten linearen Funktionale L auf A(N) werden
durch Limitierungsverfahren gegeben. Der wichtigste Fall ist der, wo
ein Matrix-Limitierungsverfahren M= (ank) zugrunde liegt. Es ist
dann

L(f) = lim ] e £(k),

n>e k
0

wobei sowohl jedes einzelne | ankf(k) als auch der Grenzwert filir
k=1
jedes f& A(N) exstieren sollen.

Nun definiert a,  f(k) = ) 8 §(¢(k)) = un(%)

k k=1
ein Mass M € M(X), das auf der Menge ¢(N) konzentriert ist.
Die Theorie der Gleichverteilung besch&ftigt sich also vor allem
mit dem Grenzverhalten von Folgen von Massen auf X, die auf einer
abzBhlbaren Menge ¢{N) konzentriert sind.
Eine Folge von Massen My € M(X) konverglert genau dann (1n der w -
Topologie) gegen ein Mass u , wenn U (f) > u(f) fiir jedes f@C(X)
gilt. »
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Die bedeutung der kompakten R#ume fiir die Theorie der Gleichver-
teilung beruht wesentlich darauf, dass die Menge aller Wahrschein-
lichkeitsmasse kompakt ist.

Alle Fragen der Theorie der Gleichverteilung kdnnen in dem dargelegten
allgemeinen Rahmen behandelt werden. Im Folgenden wird auf einige
Spezialf#lle niher eingegangen, die entweder zur Vertiefung des
Verstindnisses dienen oder Ansatzpunkte fiir weitere Untersuchungen

sein kdénnten.

Lit.: [1],[5].

IV. Die Einpunkt-Kompaktifizierung

Sei X die Einpunkt-Kompaktifizierung von N mit dem Punkt «.
C(X) ist dann isomorph mit der C-Teilalgebra A_(N) aller Funktionen
feC(N), fiir die 1lim f(n) existiert. Dieser Isomorphismus wird ge-
~>00

n

geben durch die Zuordnung

£ = £f(n) € A (N) €«—»f = £(x) € C(X)
mit f(¢(n) = £(N) , neN

;(m) = 1im f(n).

n-re
Wir nehmen im Folgenden ¢(n) = n an.

Wir interessieren uns fiir die Frage: Welche Limitierungsverfahren
Ol= (ank) definieren das Funktional ¢€_ auf X? M.a.W. Fiir welche

Matrizen Of= (ank) gilt
lim | a_ f(x) = ¢, (£) = £(=) = lim £(n).
n*>* k n>
Das ist aber genau die Frage, welche limitierungsverfahren permanent

sind, d.h. jeder konvergenten Folge ihren Grenzwert ruordnen.

Die Antwort ist durch den wohlbekannten Satz von Toeplitz gegeben:
IV.1. Notw nTig Ynd hinreichend fiir die Permanenz von {+ ist
a
kl

(1) sup < »
n k
(2) 1im a = 0

n
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(3) 1im ) a, = 1.
nk
n k
Der Beweis verl§uft genau so, wie der tibliche funktionalanalytische.
Nur ist hier die Terminologie masstheoretisch. Wir skizzieren nur den
notwendigen Teil:

Fiir jedes f €C(X) existiert n (f) = Y a_  f(k)=lim Y I (k)
n kK Pk N+ k<N

==(Banach-Steinhaus) |u_| = sup n (%) =) la_ | <=
n fl§1 n E nk

Fiir jedes f& C(X) gilt un(f) > e (f)=2

sup ol =sup el <=
n n k
£f=tmmu (1)>e,(1) = 1msp] &, > 1.

£

k
skma@un(ek) > e e) = 0==2a , > 0,

"Gleichverteilungstheoretische Interpretation" dieses Satzes:

Die Menge der natlirlichen Zahlen ist beziiglich jedes permanenten
Summationsverfahrens in X € _-gleichverteilt,

Mehrere weitere Fragen der Theorie der Limitierungsverfahren kdnnen

unter 8hnlichen Gesichtspunkten betrachtet werden.

Lit.: [6],[7].

V. Klassische Definition der Gleichverteilung

Die {ibliche Definition der Gleichverteilung bekommt man, wenn
man von einer Folge ¢(n) ausgeht, die in einem kompakten Hausdorff-
Raum S liegt. Als Kompaktifizierung von N wéhle man in diesem Fall
die kleinste abgeschlossene Teilmenge X von S, die all Punkte ¢(n)
enthédlt.

Da das der iibliche Gesichtspunkt ist, wollen wir nicht n&her darauf

eingehen.

Lit.: [1],[8].
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VI. Die Stone = 8%ch = Kompaktifizierung

Die Stone = égch - Kompasktifizierung Q entspricht der Algebra
A(N) = C{N). Jedes £& C{N) kann zu einer eindeutig bestimmten stetigen
Funktion ; auf @ erweitert werden.
Jedes beschrinkte lineare Funktional auf C(N)} definiert ein Mass u auf
Q . Ein Matrix-Limitierungsverfahren liefert genau dann ein Mass auf
Q , doho lim a  f(k) ex. fiir jedes f&C(N), wenn

n>» k
(1) sup })i le | <=
(2) z&z E 8, X
(3) ii: E 8, = 8 eXe
(b) iiﬁ E Iankwakl = 0,

Der Beweis verliuft genau so wie bei der Einpunkt-Kompaktifizierung
und kann daher weggelassen werden,

Ist jedes u_, definiert durch u (f) = ) a . f(k), ein Wahrschein=
n n k nk
lichkeitsmass, dann folgt, dass | a_ = lim )} a_ = 1 gilt doho
k k n k nk
dass u = lim ¥, ebenfalls auf N konzentriert ist.

Die Matrix-Limitierungsverfahren liefern daher keine nicht-trivialen
Masse u auf Q. Auf @ kann daher keine im {iblichen Sinne verniinftige

Theorie der Gleichverteilung betrieben werden.
_Lito H [6J °

VII. Banach-Limiten und Fast-Konvergenz

Unter einem Banach-Limes versteht man ein Wahrscheinlichkeitse

mass u auf @ , das invariant bezliglich T ist:
f > 0=su(f) > 0
u(1) =1

w(TE) = u(f).
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Es gilt dann fiir ;é:Cr(Q)z limf(n) < u(f) < Tim f(n).
Insbesondere ist u{n) = 0, ngN,
Die Menge aller Banach-Limiten werde mit MT bezeichet. Sei BT der
Teilraum von C(R), auf dem alle Banach~Limiten iibereinstimmen. Der
gemeinsame Wert werde mit L(%) bezeichnet,

VII.1, Die Funktion f liegt genau dann in P, wenn fiir jedes w&

T

(») 1lim 1% yoot g(w) = L(%)
N+ n<N

existiert, wobei L(f) unabh#ingig von w ist.

Bew.: Hinr. Sei uefMT und (%) erfiillt.

o w(E) = 2in [ G Tt 2u)) au() =f (Lind Y1 (u))an(w)
Moo £ 1 n<N 2@ N  n<N

= L(£) du(w) = L(f),
Q

d.h. u(f) ist unabhéngig von we My =% feBn.

o

Notw. Sie fefBT und wog»ﬂo Dann existiert eine Folge Nn” so dass

(1) lim Y ka(wo) = a,
n-+® n k<
-'n
Wir ordnen nun jeder Funktion ge C(Q) eine Funktion Sg < C(Q) zu,
deren Einschrénkung auf N gegeben ist durch
# 1 ka
Sg =ﬁ-— X T g(wo)g
n kiNn

Dann ist fiir beliebiges wz Q=N durch u(é) = 5g(w) ein Banach-Limes

definiert., Denn:

2 > 0 =»5g(n) > 0 = u(g) = sg(w) > 0
g =1 =58g(n) = 1 =>u(1) = Sglu) = 1,
Py 1 S A~
STE(n) = 5= ] T'TE(wy) = se(n)
n k:Nn

=3 8Tg(w) = Tsg(w)
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sg(w), weil lim (TSg(n) - Sg(n)) = 0 ist.

noe

TSg(w) = Sg(w) = u(g).

Nun ist 'I'Sé(w)

u(Tg) = STg(w)

Ausserdem ist u(f) = 8f(w) = a wegen (1),

‘Nun ist f‘eBT, ue,MT = u(p) = L(P) unabhingig von p=>a=L(p)

=ES 1im-§f y o p(wo) = L(p)
N+= = n<N

existiert. Das gilt flir jedes w_ = (%),

0

VII.2, Es ist fe B, genau dann, wenn

(%#) lim ~ ) f(n+k) = L(%)
. N n<y

gleichmissig in k existiert, d.h. wenn die Folge {f(n)} fastkonvergent

ist,

Bew.: Hinr. Sei (#¢) erfiillt,w & 2, £€> 0 bel, Es ex. Ny» so dass

fir alle N>N,

Iz I flos) - L()|<c/2
n<N

fiir alle k=1,2,3,... gilt. Das kann auch geschrieben werden:

1 p -

Iz I 1% £(x) - L(p)| < &/2,

n<N

Ausserdem gibt es zu jedem N und vorgegebenem we Q eine natilirliche
Zahl ky = kN(w), so dass

1y g 1 n:

= ™ flw) == ) T £k )] <€/2

N n<N N n<N kN
gilt, weil lr fiir jedes 1 eine stetige Funktion ist und N dicht in
Q liegt

= = I ™ - L)< = (0.
<

n<N
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% § Tf)-Lp).
1 n~ R n<N
Die Folge*ﬁ z T f strebt daher schwach gegen L{f) und daher
n<N
nach dem "mean ergodic theorem" auch stark. == (s¢),

Lite: [o],[10],[1i], 2]

Netwo Sei (%) erfiillt. Dann gilt fiir jedes veM(Q): v(

VIII. Strikte Ergodizitét

Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum mit abz&hlbarer Basis. Eine
stetige Transformation T auf X heisst strikt ergodisch, wenn es nur
ein Wahrscheinlichkeitsmass u auf X gibt, das invariant bealiglich T
ist, d.ho [E(Tx)du(x) = [f(x)du(x) fiir alle £& C(X) erfiillt.

VIII.1. Folgende Eigenschaften sind &quivalent:
(1) 7T ist strikt ergodisch

(2) 1im ) ) £(T"x) = u(f) existiert flir jedes feC(X) und jedes

Nopeo N n<N
xeXo

(3) 1im| -11\? Y or(T%%) - u(£)] =0 flir jedes feC(X).
N0 n<N

Bew.: (1) =»(2):

Sei v ein bgliebiges HBufungsmass der Folge u._, definiert durch

Ns
uN(f) ==1;'T Y £(T%x), £«C(X). Dann ist v invariant bezfiglich T.
n<N
Daraus folgt v = u, d.ho lim-% ) £(T%%) = u(f) flir jedes feC(X),
n<N

(1)=5(3):
Ang. (3) wire nicht erffillt. Dann gibt es zu jedem € > O und jedem
N Elemente x mit

1 n

l§ 1 £(T)=u()| > e

n<N
fiir mindestens ein f & C(X). Sei uN(g) ==% ) g(Tan) fir jedes g=C(X).
n<M
g2 vie) # u(f), v(Te) = v(f), d.ho

es existieren mindestens zweil invariante Masse, was der Voraussetzung

Sei v ein H8ufungsmass der Folge u

widerspricht.

#



wbBliee
(3)=>(2): trivial
(2) =2 (1)

Sei v invariant =2 v(f) = f(-gl- I £(T%%)) av(x) =
n<N

= [(1in £ ]  £(r"0)av(x) = fu(p)av(x) = u(£)=>u =v.
N-»oo n<N

Literatur: [10],[13],[14].

IX. Verschiedene Probleme,

IX.1, Sei A(N) eine separable invariante C-Teilalgebra von C(N).

Dann existiert eine stetige Transformation T auf der zugeh8rigen

Kompaktifizierung X derart, dass Tf(x) = £(Tx) fiir alle £&C(X) gilt.

Bew, Da A(N) separsbel ist, ist X ein kompakter Hausdorff-Raum mit

abzéhlbarer Basis. Eine Folge xnfix konvergiert genau dann, wenn

f(xn) fiir jedes f& C(X) konvergiert. In der einen Richtung folgt das

aus der Stetigkeit der Funktionen f. Wenn X nicht konvergiert, dann

existieren mindestens zwei verschiedene H&ufungspunkte x,y.

Dann wiirden aber f(x) und f(y) verschiedene Hiufungspunkte der Folge

f(xn) sein, Das ist ein Widerspruch zur Konvergenz der Folge f(xn)o
Sei ¢(N) das Bild von N, das in X dicht liegt. Wir zetzen

"Té(n) = ¢(n+1), n=132,3,.00

Sei xeX. Da  {¢(n)} dicht in X ist, existiert eine Teilfolge ¢(ni),

die gegen x konvergiert. Dann konvergiert §(¢(ni)) fiir jedes fe&c(X).

Da A(N) ipvariant ist, konvergiert auch T§(¢(ni)) = f‘('I'cb(ni))°

Das bedeutet aber, dass auch die Folge T¢(ni)) konvergiert.

Wir definieren Tx = lim T¢(ni)° Man zeigt leicht, dass Tx eindeutig

festgelegt und unabhéngig von der Wahl der Folge, die gegen x kon-

vergiert, ist. Ebenso zeigt man die Stetigkeit von T.

IX.2. Sei A(N) eine invariante C-Teilalgebra vcn C(N), die ganz in
BT liegt. Dann ist die durch IX.1, definierte Transformation T strikt
ergodisch.,

Bew, Da A(N)QBT gilt, ist fir jedes fe A(N)
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tn 3§ %K) = L(p)
N n<N

gleichmissig in ko Nun folgt mit demselben Schluss wie in VII.2, dass

lim ¢ I #(1%) = L(p)
N n<N

fiir jedes x€X gilt. Das bedeutet aber, dass T strikt ergodisch ist.

IX.3. Ein Beispiel fiir eine strikt ergodische Transformation ist
Tx = x+V auf@ ’ o) irrational. Demn T'x = x+nV ist fiir jedes x € %“/
gleichverteilt. Daraus folgt nach VIII.1(3) schon die gleichmissige

Gleichverteilung.

5 ’ G
IX.4. Die Folge {n°Y} kenn nicht in der Gestalt nzﬁﬁ = %, xé%;é
dargestellt werden, wobei T eine stetige Transformation aqu%Z be=
¢
deutet. Sonst miisste mit jeder Folge n12i§¢ X, auf‘%iauch
T n?i? = (ni+1)2é? a.uf'%zkonvergieren9 was offenbar nicht der Fall
ist,
- v 73NN .
Sei jedoch auf%i die Transformation T durch
,ﬁ i . . . : 72
T(x19x2) = (x1+ o X t2x + ) definiert., Dann ist T stetig auf & |

und es gilt Tn(xlgxe) = (x1+n‘§9 x2+2nx1+n2@})o Also speziell fiir

X,=X,=0 ergibt sich T%(0,0) = (nm?,naiﬁ)a Man kann direkt beweisen,

2
dass T strikt ergodisch ist. Es folgt aber schon darsus, dass
Tn(xl,xz) fir jedes Xy9%, gleichverteilt ist. Daraus folgt dann wieder
die gleichmBssige Gleichverteilung.

IX.b4a. Ganz analog kann gezeigt werden, dass jede Folge

- ., s . &7 . e
¢(n) = aonk+a1nk 1+o°o+ak mit irrationalem ao auf 9 als Projektion

einer Folge Tn(x1gooosxk) dargestellt werden kann, wobei T strikt
ergodisch auf%?k ist.

Lit.:  [14],[15].

IX.5. Jede Folge {¢(n)} & X 1&sst sich als Projektion einer Folge

==
{Tnx}, wobel x in einem kompakten Hausdorff-Raum X liegt, auffassen.

oo

Sei n&mlich I Xn’ Xn=X, das kartesische Produkt von abz&hlbar
n=1

&
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vielen Exemplaren X mit der {iberlichen Produkt-Topologie.
Sei x = (¢(1), ¢(2),00059(n)y000) X
Tx = (¢(2), ¢0(3)5000,0(n+1) 000,)0

Dann ist ¢(n) = P1Tn-1x wobei P

1 die Projektion von I Xn auf X1
n

bedeutet, Setzt man X = {X, TX,000,T X000}, gleich dem Abschluss

der Tolge V{Tnx} in J Xn’ dann ist X ein kompakter Hausdorff—Raum,
in dem die Folge {T"x} dicht liegt.

IX.6, Wenn {¢(n)}€X gleichmissig gleichverteilt zum Mass u auf X
ist, dann muss fiir jedes %GC1()E) gelten

1im %- Yoof(T%%) = u(®)
N ™ n<N

" fiir jedes ¥€ X. Hiet bedeutet C1(i) die Menge aller stetigen Funk-
tionen der Gestalt f’(P1i'c) mit fec(X).

Bew, Wortlich wie in VII.2.

IX.T7. Sei {¢(n)leine bel. Folge auf T und sei lim ¢(n+k)=-¢(n) =0
: n-w

aur & fiir jedes k=1,2,3,000 o Dann ist die Folge {¢(n)} nicht

gleichmBssig gleichverteilt.

Bew, Sei i = {x,Tx,oeo,Tnx,oo} 9 WObei

X

(601), $(2),000,8(n) 0.} EX , X =,

gilt. Sei o eine bel. Zahlﬁe::?o Dann gibt es eine Folge qb(ni) +> 0,

Dann ist aber auch lim ¢(ni+k) = o fiir jedes k=1,2,3,000 MsaoWo X
i
enthélt den Punkt (0,0,0,000)0
Wenn {¢(n)} gleichm#ssig gleichverteilt wire, wiirde folgen
1 . !
lim = ) f£(e) = [ p(x)ax

' Noo N ndy 0

fiir alle £ €C(%), was offenkundig falsch ist.

Beispiele: ang, 0 < a <1; a(logn)’ s T>1,

E‘_i.'.t.;.f. [16] ’[,173 °
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IX.8. Die Folge {a"x} ist bei ganzzahligem a> 1 fiir kein x

gleichméssig gleichverteilt.

wire {a"x} fiir ein xéf%Zgleichmﬁssig gleichverteilt, dann wére nach
1
1.6 lim =~ Y of(a"k.) = [ f(x)dx flir jedes x é&z?, weil Tx=ax
v ¥ oay ° 9 0 |

eine stetige Transformation aufggydarstellto

Das ist aber fiir x0=0 sicher falsch,

IX.9, Sei a>1 eine ganz-algebraische Zahl vom Grad k. Wenn die

Folge (an+k_1x, an+k-2x,ooa,anx) in %k den Punkt (0,0,.00,0) als
HEufungspunkt enthilt, ist die Folge {a™x} nicht gleichm#ssig gleich~
verteilt.

Bew., Sie a.k=h1ak-1+om+hk,hi ganz. Sei T die stetige Transformation

auf ’¥k, die durch

/ /
/%, h1h2 soe hk \\ X, A
&' x2 1 O 000 O X

s s

f
{
¢

N

s
M oewe

Q

°

t o

0 o001 0 5y X

&f’d
O woo
w
N'h

gegeben ist. Dann ist

n+ke=1

Tn(ak"1x,oeo,x) = (a Xyooopl X)o

Wenn also {a"x} gleichmiissig gleichverteilt wire unf (0,0,..0)

HZufungspunkt der Folge (a.n"‘k"'1

so00sa %), wirde nach IX.6 folgen,
dass auch die Folge T (0,000,0) = (0,.00,0) gleichverteilt wire,

was einen Widerspruch darstellt.

Korollar., Fiir fast alle x ist die Folge {a"x} nicht gleichmissig

n+k=1

gleichverteilt, da fiir fast alle x e?Z(a yoossa x) gleichverteilt

ingzk ist und daher (0,...,0) als Hiufungspunkt besitzt.

IX.10, Die Menge der x, fiir die bei transzendentem a >1 die Folge

{a"x} gleichmissig gleichverteilt ist, besitzt das Mass Null.
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Bew, Fiir fast all x ist die Folge {a™x} vollst#ndig gleichverteilt.
Die Folge Tn(x,ax,ooo,akx,goo) im Produktraum besitzt also den Punkt

(0,4550) als H8ufungspunkto

Lit. [18].

X, Weitere Fragestellungen.

Sei G eine beliebige lokalkompakte abelsche Gruppe, éﬂ eine Menge
von Charakteren auf G und C,(G) die kleinste C-Teilalgebra von C(G),
diegf enth8lt. Die zugehBrige Kompaktifizierung Xg? nennt man eine
fastperiodische Kompaktifizierung von G.
Eine Folge {¢(n)} € G heisst gleichverteilt auf ﬁg,, wenn

(%) ylim, % 2. F(p(n) = AF) fir jedes fe c(xg,) gilt,
nel

Dabei bedeutet i_das Haar®sche Mass auf X, o
Fiir den Fall G = R,, Z%% {ee"ikx} s k=0,+1,42,000000, bekommt man die
.~ {ibliche Definition der Gleichverteilung mod 1. Fiir den Fall G = Z =

eanrn} s T rational, den Gleichver=-

Gruppe der ganzen Zahlen, ge = {
teilungsbegriff von I. Niven. Fiir ¢ = Z, ¢(n) = n, eine beliebige
Menge von Charakteren, bedeutet (), dass der Mittelwert M(f) einer
fastperiodischen Funktion f auf Z durch A(T) gegeben ist. Da der Mit-
telwert eindeutig bestimmt ist, liegt jede fastperiodische Funktion

in BTe

Man kann nun nach der Menge aller Limitierungsverfahren fragen, die

den Mittelwert einer fastperiodischen Funktion f auf Z liefern, usw.

Die vorangegangenen S#tze lassen sich zum Grossteil auch auf andere
Gleichverteilungsbegriffe libertragen, z.B. bekommt man den’Begriff
der C-Gleichverteilung, wenn man statt N die Menge der nichtnegativen
reellen Zshlen nimmt, usw,

Darauf soll hier nicht ndher eingegangen werden.

Lit.[ 5], [19].[20],[21],[22].
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§[9,C—gelijkverdeling modulo 1.

Zij f£(t) een Lebesgue-meetbare, reéle functie, gedefinieerd op
[O,w). De rest modulo 1 van f(t) sehrijven we als {f(t)}; derhalve
is {f(£)} = £(t) - [f(t)]. Zij A het interval [a,B] (0O<a< B<1).
Beschouw de verzameling der punten t op [O,w):

n=—o

U {t: n+ta £ f(t) < n+B; 0L t< T}

nN==w

E(A,T)

= {t: o £ £(t) < p(mod 1); 0L t< T} .

Indien voor elke keuze van A

LEM,T)

1im T

Ty
bestaat en gelijk is aan B-o, dan heet f£(t) C-gelijkverdeeld mod 1.
(uv?’ duidt de Lebesgue-maat van de verzameling V aan). De in deze
definitie optredende limiet heet de relatieve maat van de verzameling

{t: o £ £(t) < B(mod 1); 0L t}.

Is f(t) C-gelijkverdeeld modulo 1, dan geldt voor alle continue
complexwaardige functies w op [0,1]:
T 1
J w({f(t)}) dt =~ J w(u) du
(0] 0

1im %
T >
Verder hebben we {criterium van Weyl):
Nodig en voldoende voor het C-gelijkverdeeld zijn van f(t) (mod 1) is
de betrekking

T
om1
I . TihE(t) o

lim = 0 (h=1,2,...)

T

0

Een interessante toepassing van het criterium van Weyl is de

volgende stelling (van M. Tsuji, 1943).
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Stelling. Zij f(t) een positieve, differentieerbare, toenemende,

convexe functie van log t. Als bovendien

lim _§$£l€ = 0D ,
t > og

dan is f(t) C-gelijkverdeeld modulo 1.

Ook geldt de volgende stelling.

Stelling. Zij f(t) een differentieerbare functie met de eigen~
schap

[t£1(t)]| < K (K een vast positief getal),

dan is f(t) niet C-gelijkverdeeld mod 1.

Er zijn stellingen die de C-gelijkverdeling mod 1 van f(t) ver-
binden met de gelijkverdeling van de waarden mod 1 van de rij
£(1),£(2),£(3),...

Zo heeft Ryll-Nardzewski (1951) het volgende bewezen.

Stelling. Zij f(t) een reéle en Lebesgue-meetbare functie. f(t)
is C-gelijkverdeeld mod 1 als aan een der volgende voorwaarden is
voldaan.

(a) de rij {f(n+t)} (n=1,2,...) is gelijkverdeeld voor bijna

alle positieve t.
(b) de rij {f(nt)} (n=1,2,...) is gelijkverdeeld voor bijna

alle positieve t.

Een argument in omgekeerde richting wordt toegepast bij het

bewijs van de volgende stelling (Kuipers, 1953).
Stelling. Is f(t) differentieerbaar, en is
£'(t) logt > C>0 (t» =),

dan is de rij f(1),£(2),... gelijkverdeeld mod 1.
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In vele gevallen kan men op grond van eigenschappen van de eerste
differentie Af(t)zf(t+1)-f(t) van een meetbare functie f(t) besluiten
tot het al of niet C-gelijkverdeeld mod 1 zijn van f{t). Zo geldt de
volgende

Stelling. Zij f(t) een meetbare functie gedefinieerd voor t2 0. Indien

lim Af(t)=6 (6 irrationaal),
+ >0

dan is f(t) mod 1 C-gelijkverdeeld.

i
§10. C=gelijkverdeling modulo m.

Notaties en definities.
F

E: een meetbare verzameling van niet-negatieve getallen.
E(T) = Enfo,T] (0<T).

m: een positief geheel getal > 2,

E(T,5,m)=E(T) | [t km+i+1) (§=0,1,0 00 ym=1),
k=0

Definitie. We zeggen dat E gelijkverdeeld mod m is, indien

lim wB(T,jm)/ uE(T)= 1/m (j=0,15000,m=1),

Teo
Indien deze laatste betrekking geldt voor iedere m=2,3,... , dan heet

E gelijkverdezld.

We herinneren aan het begrip relatieve maat.

Als 1lim uE(T)/T bestaat, dan heet deze limiet de relatieve maat van
Tpeo
de verzameling E. We duiden de relatieve maat van E aan door HEIE.

Z1ij E het complement van £ t.0.v. [:O,w)o Dan geldt de volgende

Stelling, (a) Indien E uniform verdeeld is, en E een positieve rela=-
tieve.maat bezit, dan is E ook uniform verdeeld.

(b) Indien E éen relatieve maat = 0 bezit, dan is E uniform
verdeeld.

(c) Indien E een relatieve maat = 1 bezit, dan is E uniform

v

verdeeld.
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7ij f(t) een re&le, L-meetbare functie op [0,) gedefinieerd.
7Zij m een positieve gehele modulus > 2. Beschouw de verzamelingen
E(£(t),5om)= fte j<f(t)< j+1 (mod m)} (j=0,1,c00,m=1).
Definitie., f(t) heet gelijkverdeeld mod m als
le(e(t),5,m)]] g = Mm (§=0,1,000,m=1),

Indien deze laatste betrekkingen gelden voor iedere m> 2, dan

heet f(t) gelijkverdeeld.

Bestaat er veband tussen het gelijkverdeeld mod 1 zijn en het
gelijkverdeeld mod m {eventueel gelijkverdeeld) zijn? De volgende twee

stellingen geven een antwoord op deze vraag.

Stelling, Is f(t)/m gelijkverdeeld mod 1, dan is f(t) gelijkverdeeld

modulo m.

Stelling., Is voor iedere m de functie mf(t) gelijkverdeeld mod m,
dan is f(t) gelijkverdeeld mod 1.
Verder geldt:

Stelling. log t is niet gelijkverdeeld mod m.

Stelling, Gegeven is dat f(t) uniform verdeeld is. Zij verder w(u) een

op [0,1] gedefinieerde R-integreerbare functie. Dan is
s 1 T 1
(a) 1im 1im = [ w(f(t)(mod m)/m)at = [ w(u)du

I T 0 0
1 T ~ me1 W( ./m)
(b) 2im o [ w([£(t)] (mod m)/m)at = ] Al
Treo 0 j=0 "
T . .
(e) lim-%fe2wl[f(t)l/mdt = 0.
Too © 0

Geldt omgekeerd (b) voor elke R-integreerbare functie w(u), dan
is f(t) gelijkverdeeld mod m.
Celdt omgekeerd (c), dan kan men hieruit tot de gelijkverdeling

van T(t) besluiten alleen in de gevallen m=2 en m=3.
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§12, Gelijkverdeling t.0.v. een vaste rij.

Een generalizatie van het begrip gelijkverdeling mod 1 in de zin
als bedoeld door het opschrift is de volgende.
Zij ZysZpsecc €€N vaste rij van positieve getallen met

0<z < 2,%00 z w(n +> @),

in het vervolg aangeduid door 4.
Is t een positief getal, dan is per definitie de rest van t

modulo A

ne1 :
{t} = ——— wvoor z_; <t < zﬂ(n=1,2,ooo)
Is S, s8ps00e €ON rij van positieve getallen, is a een posi-
tief getal met O < o < 1, is A(N) het aantal van de resten mod A
van de getallen 819329959’SN gelegen op het interval [b,a), en

geldt voor iedere de betrekking

lim.ééﬂl = 0,
N> '

dan heet de rij S1s5ps000 gelijkverdeeld mod A,

Genoemde generalizatie is afkomstig van W.J. LeVeque (zie
zijn: On uniform distribution modulo a subdivision, Pac. J. Math.
3(1953), T57=TT1).

We noemen de volgende
Stelling (H. Davenport en W.J. LeVeque): Gegeven is dat
| z =2

nei ¥ (als n+ =) en dat z * @ Voorts is gegeven dat de ter=-

men van de rij a1,a2,,,a(aki>0) voldoen aan de voorwaarde

%
B8 2 T (¢ > 0)
Dan is de ri] 8, 8 X gelijkverdeeld mod A voor bijna alle x > 0.
I.h.b. geldt dit voor sk=kx ofy algemener, voor sk=ka(Y > 0)e
(Zie: Uniform distribution relative to a fixed sequence, Mich.
Math., J, 10(1963), p. 315=319).

De auteurs bewijzen deze stelling door gebruik te maken van de
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volgende
Stelling (H. Davenport, P. ErdSs en W.J. LeVeque):
Als de reeks

=

e21r1msn(x)!2dx
1

jle~38

O

5

1t o~

il
\ ¥

N n

convergeert voor m=1,2,... , dan is de ri} sn(x) (n=1,25000) ge=
1ijkverdeeld mod 1 voor bijns alle x in [a,b]. (Zie: On Weyl's
criterion for uniform distribution, Mich. Math. J., 10(1963),

pe 311"31’4)0
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§13. De individuele Ergodenstelling in de theorie van de gelijkverdeling

Zij (XM ) een willekeurige maatruimte en T een afbeelding van X in zich-
zelf.

o TJhéet‘meétbaar als voor iedere meetbare verzameling E geldt dat
71 (E) meetbaar.is. .
Een meetbare transformatie T heet maatvast als u(E) =u{ T_l(E)} voor ie-
dere meetbare verzameling E.

Het is duidelijk dat a%s T een meetbare transformatie is en f(x) een meet-
bare functie gedefinieerd op X, dan is ook f(Tx) = g(x) meetbaar.

Als T maatvast is en f integreerbaar (fe L(X,u)), dan’geldt ggf(x)d11=

= /f(Tx)d TR '

Immers als Xﬁ de karakteristieke functie is van een meetbare verzameling
E met p(E) < =, dan is XE(TX) = X T—l(E)(x) en /XE(Tx)du=

= [ L pmdu=u@®.

Daar iedere niet-negatieve integreerbare functie f de limiet is van een
stijgende rij {fn'}van niet-negatieve trap functies en daar {fn(Tx)}

ook een stijgende rij functies is, geldt:

lim ffn(x)du = /f(x)du en i_n;r: ffn(Tx)dp = ff(Tx)dp

Ny

en dus f f(x)dp =[f(Tx)du .
Het algemene geval volgt nu uit het feit dat iedere functie te schrijven

is als verschil van twee niet-negatieve functies.

Individuele ergoden stelling. (Birkhoff) zie Halmos [2:]

Als T een maatvaste afbeelding is van X in zichzelf en fe L(X,u), dan

convergeert de rij

1 Bt Xk

= 2 (T (x)) voor bijna alle x € X.

k-0

De limietfunctie fﬁkx) is integreerbaar en invariant (d.w.z. fx(Tx) =

= fiix) voor bijna alle x).

Als bovendien H(X) < «, dan is [f*(x)du = /f(x)d‘u
X X

Zij nu T een maatvaste afbeelding en E een meetbare verzameling van X.
E heet invariant als T_l(E) en E bijna gelijk zijn, d.w.z. als XE(x) =

(x) voor bijna alle x.

= xT—l(E)



78

Daar yT:I(E)(x):= XE(TX) is E dus invariant als zijn karakteristieke
functie invariant is.

Een maatvaste afbeelding met de eigenschap dat voor iedere invariante
meetbare verzapeling E geldt:

u(E) = 0 of ﬁ(X-E) = 0 heet ergodisch.

Stelling 1

De maatvaste transformatie T is dan en slechts dan ergodisch als iedere
meetbare invariante functie bijna overal gelijk is aan een constante.
Bewijs

Als er geen niet constante invariante functies zijn, dan is iedere meet-
bare invariante karakteristieke functie o@fbijna overal gelijk aan de
karakteristieke functie van de lege verzameling of bijna overal gelijk
aan de karakteristieke functie wvan X.

T is dan dus ergodisch.

Als omgekeerd T‘ergodisch is en f invariant, dan mogen we aannemen dat
f reeél is.

Uit de invariantie van f volgk de invariantie van de verzameling

k/2n+1 } K =

X(k,n) = {x|¥2% <fx) < 0,41,42,..... 0 = 1,2,.....

Hieruit volgt datu (X(k,n)) = O of ;y{X-X(k,n)} = 0.

Voor iedere n is er dus precies één verzameling X(kn,n) met

v {x-x(e_,m } = o.

Daar f constant is opfn\ X(kn,n) en u { x- Q X(kn,n)} =0 is f bijna
overal constant.

Stelling 2

Zij T een ergodische maatvaste transformatie van X in zichzelf en

fe L(X,Ww.
1
Dan is 1lim Py Z_ £(T (%) = £5(x) bijna overal gelijk aan een constante
n-« k=0
en als
U(X) < o,
dan is n-1 « L
lim (T (x = — /fxd .
I #(re) = =) [feoap

n+e k=0
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Bewi js
Daar T maatvast is volgt uit de individuele ergoden stelling dat %(x)
integreerbaar is en invariant.

fﬁ(x) is dus bijna overal gelijk aan een constante.

Als u(X) < » dan volgt uit‘/-f*(x)dli =J[ f(x)d ¥, dat %(x) = T%:%

1. :
= du.
way J1
Voorbeeld

Zij X een compacte Hausdorff-ruimte die voldoet aan het tweede aftel~-
baarheids axioma en §¢ een genormeerde Borelmaat op X.

Zij X = izlxi met Xi =X het product van aftelbaar veel exemplaren van
X met de product topologie.

X o is dus de verzameling van alle rijen & = (xl,xz,...) met X, € X.m
Zij () de verzameling van alle deelverzamelingen A van X, met A = iglAi
met Ai een Borel verzameling van Xi en Ai = Xi voor bijna alle i.

In,XCD kunnen wij een genormeerde Borel maat U invoeren door te defini-
eren.

o0
(A :iillu (Ai) voor A gl

(Het. product u_ (A) is slechts formeel oneindig, daar “(Ai) = H(Xi)
als i > i voor zekere i ).

o o}
zie HaImos [37].

S S |

Zij nu T de transformatie van X‘nop ch gedefinieerd door T(x1 9

i

= (xz,xs,...).
Dan is T ergodisch.
Het is duidelijk dat T maatvast is, daar T_l(A) = XxAlx...xAnxX... als
=A¥A X...A XXX...
A Al.Azx nx X
Zij nu E een meetbare invariante verzameling.
Dan is er bij iedere €> 0 een verzameling Ag (Ul met ¥, (ELA) < €.
Stel A = A x...xA XX¥%...
—nl n
Dan is T " (A) = _XxXxX...xXA x...xA %xX... en
-n Tyt n
T "(A)n A = f%x... xAnxAlx...xAnxX...
Dus p (AnT (A) = u,(A). u, (A).
Verder geldt:
x ~-n -n -n
Mo (B A AR =u (T {EAA]D) =y (T (B) AT (A=
B_(EA T QA< €.
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Dus u (EA { an @)} ) U (EAAUEALT A <2¢.

Hieruit volgt dat l um(A) - um(E)I < g en | uﬁ(A) - uw(E)l < & o

Dus U, (E) = uf(E)#um(E) = 0 of u (E) =

Stelling 3 (Hlawka [4])

Zij X een compact groep die voldoet aan het tweede aftelbaarheids -
axioma en g de Haar-maat op X.

Dan is (in de zin van de product maat U, ) bijna iedere rij & = (gh)
gelijk verdeeld in X.

Bewijs

Als g = (x ) een rij is in X geven we de "yerschoven" rij (xh+n) nel,2
aan met ¢

Uit het bovenstaande voorbeeld volgt dat de transformatie T met

T(E) = E‘ ergodisch is, en uit de individuele ergodenstelling volgt dat

wp

voor iedere F € C(Xi)geldt:

n-1
1m ) FCED) = fF(g)d u_. voor bijna alle & .
pdwn o
Zij nu { k (d ) k=0,1,2,...; 1, = 1,2,...nk} een volledig stel~

sel inequlvalente irreducibele unitaire representaties van X. en stel

k (x ,X D = (x ). Dan is Fk € C(X_) en
1’77 i

Qx) lim % z de( ) ~_[ F . ( E)du j’ dfj(x)du voor bijna
n-»e r=0 X

alle E. (zie B. Jessen tﬁ] )

Zij nu X de verzamellng van alle § waarvoor (%) geldt voor alle d?j'

Daar het stelsel {d } aftelbaar is, geldt g (i ) =

Uit §4 stelling 1 volgt dan dat voor alle g uit X £ gelijkverdeeld is.

Zij nu X -een compacte Hausdorff ruimte met aftelbare basis en M(X) de

verzameling van alle begrensde genormeerde positieve lineaire functio-

nalen op C(X).

In M(X) voeren we de zwakke topologie in ,

Uit de stelling van Riesz volgt dat wij M(X) mogen identificeren met

de verzameling van alle genormeerde reguliere Borel maten op X en wij

schrijven u(f) = /'f(x) du.

Zij nu T een continue afbeelding van X in zichzelf, en stel IT =

={ | ueM® en u(£(x)) = u (£(T(x)) voor alle f € L(X,w)}
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IT is dus de verzameling van alle maten p , zodanig dat T maatvast is
met betrekking tot W.

Stel Ey = {u|pely, T ergodisch met betrekking tot s }-

Zij nu p en ¥ twee maten uit M(x).

Als VY(f) = O indien (£f) = O voor een willekeurige niet-negatieve func-

tie f, dan heet ¥ absoluut continu ten opzichte van f. Notatie: v <<u.

V is dus absoluut continu ten opzichte van g als V(E) = 0 voor alle meet-
bare E met /u,(E) =0.
Stelling 4 (A.G. Postnikow, I. Pjatezkij [7]).

‘Als V € IT en M ¢ E met V<< U , dan is V=M.

T
Bewijs
Uit de ergoden stelling volgt dat als f & L(X,w)
-1
1 & j .

(x) lim = Z (T (x)) =}k(f) voor bijna alle x &€ X »

n >0 j=0
Zij nu A de verzameling van alle x waarvoor (%) niet geldt; dan is /L(A):
= 0 en dus V() = 0.

Daar ¥ € I geldt V(2G) =¥ [ saen} =v{a’o} = ...
Zij nu Fn(x) =% Z f(Trx)., dan is ¥(F) = V(Fn) = I1li.r:1ml/(Fn).

=0
Daar “ Fn “ £ n]; “ voor iedere f &€ C(X) volgt dat

1im V(F ) = ¥ (1im F ).
n n

n->oo n-»eo
Dus V(£f) = ¥(1im F ) = v (W(£))= u (£f).
n-rmn M

Stelling 5. (J. cigler [1])
1) IT is convex en gesloten.
2) ET is de verzameling van de extermaal punten van IT.
3) IT is het convexe omhulsel van ET.
Bewi js A
1) Stel dat M(£(x))= m(£(Tx)) en V(£(x)) = ¥ (£(Tx)).
Dan is d f+ N,V (£(x))= M a(£(x)) + A V(£(x)) = A+ NV (£(TR)).
en dus is IT convex.
.Zij nu @ een verdichtingspunt van I, en stel fecC(X).
Stel U(£(x), £(Tx),$) = { viveum | me) -y (6|t en

| pceer) - ves < g}
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Dan is U een omgeving van f4 en er is dus een /"O € I‘Tn U.
Hieruit volgt
|peen - pea) |« | p@ -p@ ]+ | pge@o) - pcecr=)
$ 2¢ .,
Dus /A(f(X)):/L(f(Tx)). en M € I.

2) Onder een extremaalpunt /L van 1I_ verstaan we een maat/u, die niet

T
~a te schrijven is als M= )sl/u.l + A o Mg mEt jhy ofhy € Ly, # M, en
0 < A < 1.
Stel nu M & ET en stel dat |
= A i .
MmNy fog + Ny OCA <L e I 4y #p,
Zij nu £ een niet-negatieve functie met W(£f) = 0.
3 A = = 1 =
Dan is }\1/‘61(f) + 2/u-2(f) 0 en dus ,u.l(f) 0 en/wz(f)

Daar}u1<</4 en /L2<</L volgt uit stelling 4 dat /u-=/41 =M o €81
tegenspraak.

Stel nu omgekeerd dat S een extremaalpunt is en stel dat & ¢ ET
Dan is T niet ergodisch en zijn er dus twee deelverzamelingen E, en

1
EzvanXmet Elu E2=X.

. . = < .
E1 en E2 1nvar1ant1, /u,(Eln Ez) 0OenO /L(El) 0 </A.(E2)

Stel nu /ul(E) = ZE 5./4.(E n E)

en/u.z(E) ,u,(E (E /M(E n E).

Dan is
M= ,w(El) ey +/L(.(E2)/A.2, teJc'wijl/f,(,1 ,/u,z & IT.een tegenspraak.

3) Daar M(x) compact is in de zwakke topologie en I gesloten,is I

T T

dus ook compact.

Uit de stelling van Krein-Milman [6]'"&7{5@1@’(: dan dat E,, niet leeg is en

T
dat IT het convexe omhulsel is van zijn extremaal punten.
Stelling 6 (Cigler [1]).

De maat 4 € I, is dan en slechts dan ergodisch als er geen maat vel

T T
bestaat met VvV << W.
Bewijs
Stel dat M e I niet erg;disch is, dan is w= )\1/& + A oMo met
o €1 ;é 0 < <1
Pooby €Lq fhy F My > .
Dan is echter iedere ¥ met V= 1,U-1 + )\-2/42 absoluut continu t.o.v. .

Omgekeerd volgt uit stelling 4 dat als M ergodisch is en y << i
dan ¥ =M,
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n-1
2
Zij nu VT = {,u.t,u.e M(x); lim-:'; Z £(T (x)) = m (£) voor alle
n-»eo r=0
f €« C(X) . en voor een x & X‘f.

V., is dus de verzameling van alle maten/p zé‘dat er een x uit X is

met ‘{Tnx'§ gelijkverdeeld t.o.v./u,

Stelling 7

Als VT convex en gesloten is, dan is VT = IT -

Bewi js ; L n-1 . L n-1 i}
Stel p € V,, dan is(f) = lim < 2 (T () = lim T 2 £(N(T'x) =

n=»0 r=0 naoeo  r=0
- = (£(Tx))

< .
en dus VT - IT

.Alsxﬂ—é ET’ dan volgt uit de individuele ergoden stelling dat/u € VT
C .

en dus ET VT |

Daar VT convex eh gesloten is, geldt dus IT C‘VT'

Stelling 8

Zij F een verzameling van niet-negatieve functies z6 dat iedere conti-
nue functie op X te benaderen is door lineaire combinaties van functies
met F.

Stel nu dat M € ET en dat voor alle f ¢ F.
P n~1l °
: T
lim a Z fF(T(x).€ ¢ M (f) voor een vaste x € X, een constante
n»e  r=0
c 2 1.

Dan is de rij {Tnx} gelijkverdeeld t.0.v. phv

Bewijs n-1
Stel pn(f) = % jz: f(Trx). Dan geldt P ¢ M(X) en daar M(x) compact is
is er een V € Mf?? en een deelrij P, met 1lim 1 (£) = v (£) voor alle
f e cX). k k
2|l £]|
- < .
Verder geldt| pn(f) pn(f(Tx))l £ o

En dus VY (f) = Y (£f(Tx)), V € TT .

Daar V(L) £ c }&(f) voor f ¢ F is Y <</l en daar 4 ergodisch is ¥ =M,
Hieruit volgt dat lim pn(f) bestaat en gelijk is aan M(f) voor alle
n-»e -
ferF.
Daar iedere continue functie g te benaderen is door lineaire combina-

ties van functies uit F geldt ook lim pn(g) = m(g).

& n~»os
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Zij nu Xk de k-dimensionale torusgroep en A een kx k matrix met ge-
hele elementen en Idet AJ > 1, 7

Stel dat er een natuurlijk getal 1 is met] A_l||<1.

Hierbij verstaan we onder de norm ||A|| van een matrix A de Hilbert

norm ||A]| = sup |Ax]|.
x|<1

Er geldt dan:

Stelling 9 [Cigler [1]]. Stel neM(X,).
Een nodige en voldoende voorwaarde opdat er een x €X, is met {A"x}

(mod 1) gelijkverdeeld t.0.v. u is

f f(x)aw = [ f(Ax)aw voor iedere fe C(Xk).
Xy Xy
Bewijs:

Uit stelling T volgt dat het voldoende is te bewijzen dat V

convex
A

en gesloten is.
Stel |det A] = 4 en I = {(x): 0<x;<1 i=1,...k} de k—dlm eenheids=
cel. Het volume van A (I ) is dan gellgk aan %-en A" (I ) bestaat
geheel uit mod 1 niet congruente punten.

Dit geldt natuurlijk ook voor iedere cel A-1(Ik+a) waarbij a een wille=
keurig rooster punt is.

Verder is gemakkelijk in te zien dat er precies d mod 1 niet equiva-
lente cellen van de vorm A-1(Ik+a) zijn. We kiezen d van dergelijke
cellen en beschouwen hun beelden mod 1 die geheel in I

B1 ’B2’.’5,B

K liggens

« ZiJ nu Ti de afbeelding die I, op Bi afbeeldt en defi~

d k

nieer:

B, B, =T, (B, )y B. B, 200B, = T, (B, 200B, )o
ot B B - SR T B - T

Dan is dus A(B, B. ceeB. ) = (B, +0.B, ) mod 1,
i1 i i i
172 m 2 n
Ligt een punt x& Ik in de verzamelingen Bi1’Bi1Biz’Bi1BieBi3' dan
kunnen we x voorstellen door i1,12,i3‘ooo o

Verschillende punten hebben dan verschillende voorstellingen.
Immers uit HA‘lH <1 volgt lA"lnx]f_HA'JHnlxl en dus |A™"x| > 0.
Verder geldt Ax = A(i1,i2,i3oao) = (12,i3,nuo)e

&
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Zij nu fe C(Xk) en stel €, = sup [£(x)=£(y)], € = sup [ £(x)=£(y) ]

x,yeBi x,y&Bi1aoBi
i=1,..4 O:ijf_d

Daar f continu is en IA-nxl > 0 geldt e > 0.

. 1 n
Stel nu v, en v2eVA en lim =3 (f(x)+f(Ax)+..F(A %)

1 fve

v1(f)

Lin o (£(y)+£(Ay)+. . £(A%) = vy(£).

neo
X= X 3y
y= y1 9y2|"'
Stel z= x19y1sy2:x29x39xh,Y31yh’y5’YGox5°°° °

Dan geldt | § £(alz)- e (£)]|= =] 2 1+v2 (£(a¥z)-£)] <
N+1 5120 2 N+1 120 -
bod
v, +v i N v, +y .
1 l 2 12 ( 1. 2 1
— £(Az)-f) [+ == | } —= (£(A72)-1)]| <
N+1 =0 2 N+1 § =XK1 2
x .t Nxx/2 NXX/2
N RPN RS SPTTE
N i=0 N* i=0 * i=0
X Nxx/2 : o Nxx/2 .
1 1 _ 1
tim syl - v (Dl f(aT)- do(e)] +
i=0 N 1=0
2(N—N
$ 2L gy
N = B(n+1)< N<-9:-1—(n+2)
2 - - 2
xx _ n°
waarbi]j N = Er-als n even
XX na1
NT o= -5 als n oneven,

Kies nu NO zo dat als N:>NO
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xx/2

XX N
- 2
BT Jigjj<e3, | 2] £(aty)evy(£)] < €/3 en
N 1i=0
Nxx/2
| =1 £(a%x)-v (£)]< €/3 ,
Nxx i=0 1
Verder gelat L |1 ZXX e(ale)- L ] X/zf(Aix) — lexmmiyh
N+1 X i=0 ¥* $og X f=0 =
X ] _ (neg)?
N+1 Nxx (n€1+(n-1)8 Fooo En_‘]) :-ﬁ:‘f (nJ€1+ 2"" Ej)a

We kiezen nu Né zo dat voor N_fNé geldt

1, . (n—°)2 €
—(nje,+ Szl ej) < /3

N+1 1 2
N . v, +v
Voor N > sup (N ,N') geldt dan ] ) £(Atz)- e (£)] < €0
0 SR 2
v, 4V
1 72
Dus -5 &€ VAQ
We bewijzen nu dat VA gesloten is.
n .
Stel x* = (xf,xgooa) met lim E%T T o£(a%®) = v5(£) en stel
n->eo i=0
lim \)k = Vo
k-0
Stel xn’k = x?,oooxigx?,ooaxi,xﬁooo ) en stel 11m 1 Z f(Al 7 k) =V e
no i=0

met n, > gals k + o

Dan geldt lim vi = vk en voor iedere deelri] n, "

n->e

geldt lim vk = v,
ko Uk

Stel nu ¢(i) een functie z8 dat als

- : S n
1} ¢(i)n, dan 2-1 + 0 en §£-+ 0.
i=1 k k
Stel nu z = (x:,oox;’ X:qox1 ,ooo,xaooxe ,Xf.aoxz’oo aon)o
~ e
$(1) $(2)

Dan geldt
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n

1 1 _ -
lim - 02 £(A%z) = v(f), Immers stel N—Sk+ank+6nk O<a<¢(k), geheel
n--w 1=0 s g S. +g, Oief—1°

1 % N %‘1 1 Zk 1 KR -

Dan is =—= (A z)= —=— + e + e +

N+1 120 . N+ 1=0 N+1 5=8 +1 N+1 1=S. +1

k-1 k
N S, -1 ¢(k=1)
1 _ k Pkt ka1
T o, L = Ot — ["n (f)”°(1)} *
i=8, +an, +1 k=1
k k
an n
k k .. k
+ e [\Jnk(f)"'o(T)] + O(N-H
n . ¢(k=1)n, ,+an
en dus lim =—= ) £(A'z) = 0 + lim kel K o(e) + 0= v(f).
n+l . N+1
n->e 1=0 n->e
v+,

Uit het feit dat VA gesloten 1s, en dat met v, en v, VA ook 5 GVA
volgt dat VA convex is goeodo

Opmerking Deze stelling werd voor k=1 bewezen door Schapiro-Pjatezkij

(8]
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[7] A.G,Postnikow, I Pjatezkij: Markow normale rijen en normale ket=
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Bﬂ I. Schapiro - Pjatezkij: Uber die Verteilungsfunktionen der
) Bruchteile der Exponential funktion, Iswest.
Akad. Nauk 15 1951,
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§14 De hoofdstelling van v,d. Corput

In deze paragraaf wordt de volgende stelling van v.d. Corput Dﬂ be-

wezen:

Stelling 1 (Hoofdstelling):
Zij (x(n)):;1 een rij re&le getallen. Is voor ieder vast natuurlijk

getal h de rij xh(n)=x(n+h)-x(n) n=1,2,... gelijkverdeeld mod. 1 dan
is de rij (x(n)):=1 zelf ook gelijkverdeeld mod. 1.

Het bewijs zoals v.d. Corput [ﬁ] het gegeven heeft berust op de vol-

gende fundamentele ongelijkheid.

Lemma 1:
zZij u(n) n=1,2,...,8 een rij complexe getallen met geconjugeerde

u(n). Dan geldt voor ieder natuurlijk getal q< N:

2 ¥ 5 N 5 q=1 N-h _
—d— | Ta(n)|® <q ) Ju(n)|® +2Re § (g-h) § u(n)u(n+h)
N+g~1 'n=1 n=1

h=1 n=1

waarin Re a het reéle deel van a voorstelt.
Opmerking: Voor g=1 heeft de ongelijkheid de vorm:
N

Y u(n)

n=1

(1)

N
Z<enm T lun)]?
n=1

Dit is een speciaal geval van de ongelijkheid van Cauchy-Schwartz.

Bewijs lemma 1:

Definieer u(n)=0 voor alle gehele getallen n met n<1 en n >N,
Dan geldt:

N+q

N
(2) . q yuln) = § % u(k-1).
n=1 k=2 1=1

Hieruit volgt met behulp van de ongelijkheid van Cauchy-Schwartz in

de vorm (1):

2 § u(k;l) 2,

1=1

N+q
2 (m4g-1) §
k=2

N+q
Y ( §u(k-1))
k=2 1=1

2
q

N
Y uln)
n=1

i~
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Ofwel:
2, N N+qg g q _
—S 7 a3 Y Y uk-l) Y W(kej)=
N+g=1! n=1 k=2 1=1 3=1
(3)
N+q ¢ N+g gq -
- T e [Pezre T T u(ke1)Eed)= Tt L
k=2 1=1 k=2 1=1 j=1
J<1

N
Vergelijking met (2) leert dat 21 gelijk is aan q ) |u(n)l2°
n=1"

22 bevat termen van de gedaante u(n)u(n+h) met n=1,2,...,N,
h=(L=j)=1,25000,q=1,

Kies vaste ne [1,N] en he [1,q-1].

Er geldt j=1-h zodat 1 <j <q-h.

Bij iedere gekozen je& [1,q-h] is het steeds op precies &&n manier
mogelijk k 5[2,N+q:| en 1€ [1,q] te bepalen zodanig dat u(k-1)u(k-j)=
u(n)axn+h), namelijk 1l=j+h en k=j+h+n. Daar 1<j <q-h komt iedere

term u(n)u(n+h) precies g~h maal voor zodat

N g-=1 _
22 = 2Re z Z (q=h)u(n)u(n+h).
n=1 h=t

Daar u(n)=0 voor n> N kan bij vaste h de sommatie over n beperkt
worden tot 1 <n <N-h.

Substitutie van 21 en Xz in (3) geeft dan de te bewijzen ongelijkheid.

Bewijs van stelling 1:

21ilx(n)

Pas de fundamentele ongelijkheid toe met u(n)=e waarin 1 een

geheel getal # 0 is.

Dit geeft:
> N =1 N-h . .
Nq '13';' ) e21r11x(n) 25q+2Re 7 (q-h) ';f ) e21r1l(x(n)-x(n+h))°
N+q-1 1T n=1 =1 n=1

Daar de rij (xh(n)):=1 voor ieder vast natuurlijk getal h gelijkver-

deeld mod. 1 is, geldt voor ieder natuurlijk getal 1:

1 Nih
lim
oo N-h n=1

eZvil(x(n)-x(n+h)) =0

s
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Zodat:

. 2
lim sup g
N> n=1

N .
% z e21r11x(n) 2 <q.

Dit geldt dan voor ieder natuurlijk getal q waaruit volgt dat

eewllx(n)

1

lim 1 =0 voor ieder natuurlijk getal 1.

N0 n=1

Volgens §1 stelling 2 is de rij (x(n))" dan gelijkverdeeld mod.1.

n=1

Gevolg 1

Is x(t) een polynoom met re&le coefficienten, waarvan de kopterm
een irrationale coefficient heeft, dan is de rij (x(n))" gelijkver=~
deeld mod. 1.

Voor een polynoom van de eerste graad is dit reeds bewezen, Door her=-

n=1

haalde toepassing van stelling 1 volgt het gestelde voor polynomen van

hogere graad.

Gevolg 22

Is k een natuurlijk getal, 6 een irrationaal getal en (x(n)):=1 een

rij reéle getallen waarvoor geldt lim ok x(n)= 6 dan is de rij
n->o

(x(n))z=1 gelijkverdeeld mod. 1.
Voor k=1 is het reeds bewezen (pag. 28).
Met inductie en stelling 1 volgt het voor willekeurige k > 1. Immers

definieer voor een vast natuurlijk getal h de rij (xh(n)):=1 door

he1
x, (n)=x(n+h)~x(n)= ] ax(n+l) n=1,2,... .
1=0
Zodet '
e Bl
A xh(n)= } o x(n+l) » h8 voor n -+ =,
1=0

Is het gestelde reeds bewezen voor k-1 dan volgt dat voor ieder na-
tuurlijk getal h de rij (xh(n)):=1 gelijkverdeeld mod.1, is. Volgens

- . . o m
stelling 1 is de rij (x(n))

n=1 dan zelf gelijkverdeeld.
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Stelling 1 is eenvoudig te generaliseren tot een stelling over

functies die C-gelijkverdeeld mod. 1 zijn (zie §9) (Hlawka [6]).

Stelling 2:

7ij x(t) een Lebesgue meetbare, redle functie gedefinieerd op [0,=).
Bestaat er een refel getal ¢ zodat voor ieder vagt natuurlijk getal
h de functie xh(t)=x(t+hc)—x(t) C-gellakverdeeldné?h.1 den is x(t)
zelf ook C-gelijkverdeeld mod. 1.

Bewijs:

Het bewijs verloopt geheel analoog aan dat van stelling 1. Men hoeft

. . . -1
slechts de sommaties over n te vervangen door integraties over o t.

Gevolg 3: TIeder polynoom met reéle coefficienten van de graad > 1
is C-gelijkverdeeld mod. 1.

Uit het criterium van Weyl voor C=-gelijkverdeling mod. 1 (zie pag.
71) volgt direct dat een polynoom van de eerste graad C-gelijkver—
deeld mod.1 is. Door herhaald toepassen van stelling 2 volgt dan

het ges%elde voor polynomen van willekeurig hoge graad.

Een generalisatie tot rijen in compacte groepen werd gegeven door

Hlawka Eﬂo

Stelling 3:

7ij (x(n)) een rij punten in een compacte groep G met aftelbare
basis. Is voor 1eder natuurlijk getal h de rij X, (n)=x(n)~ x(n+h)

n=1,25000 gellgkverdeeld in G dan is de rij (x(n» zelf ook ge-

1lijkverdeeld in G.

Bewijsschets:

(Voor een nauwkeurig bewijs zie Hlawka [5])

Zijn A en B (k xk)-matrices dan definieren we:

(A ]| B)= spoor (BTA) en ‘Alz = (A]A) = spoor (Aa) (vgl. pag. 17).
Zijn U(1), U(2)4e00,U(N) (kx k)-matrices dan geldt voor ieder natuur-
lijk getal g met 1<q <N,

2 | N N o Q=1 N-h »
—d— | ¥ U(n)|“<q ) |U(n)|"+2Re ] (q-h) § (U(n)|U(n+h)).
N+g=1 'n=1 n=1 h=1 n=1
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Deze ongelijkheid voor matrices komt in de plaats van de fundamen-
tele ongelijkheid van v.d. Corput (lemma 1),

ZiJ wordt geheel analoog bewezen.

©zij {D(k)(x) k¥0,1,2,...} het volledig stelsel inequivalente, irre-
ducibele, unitaire representaties van G. Zi] D(k)(x) een niet tri-
viale representatie uit dit stelsel, d.w.z. k#0. Pas de ongelijk-
heid toe met U(n)=D(k)(x(n))o

Dit geeft:
T () =
lim = ! D/(x(n)) = 0 voor alle k # O.

T I nai
Volgens §L4 stelling 1 is de rij (x(n)):=1 dan gelijkverdeeld in G.
Een geheel andere methode is afkomstig van J. Bass [ﬂ

Deze is als volgt,

Zij (u(n)):=1 een begrensde rij complexe getallen.

Dan is de verzameling getallen'% u(n) N=1,2,3,... begrensd in het
n=1
complexe vlak en bezit dus minstens een verdichtingspunt m.
N
Stel verder dat y(h)= lim %- Y u(n+h)u(n) vestaat voor alle natuur-
N->eo n=1

lijke getallen h,
Het bewijs verloopt hierns in de volgende stappen.
a) Met behulp van de stelling van Bochner-Herglotz is af te leiden

dat y(h) te schrijven is als

.
v(n) = [ 2™ P¥g5(x)
0

waarin o(x) een monotoon niet dalende functie van begrensde variatie
op [0,1) is. .

b) My(n) = lim-% Y v(h) bestaat en is gelijk aan de discontinuiteit

Hre ™ h=1
van o(x) in x=0, dus > O, N
¢) Voor ieder verdichtingspunt m van getallen (%- 2 u(n));___1 geldt
n=1

de ongelijkheid:
2
(1) m]? < my(n)
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Dit is uitgeschreven:

1 ¥ 2 1 8 11 =
lim =, Y ouln)|® < lim = ) (1im = § ul(n+h)u(n))
Nt n=1 Hoeo ™ h=1 Now n=1

als de rij (N') een deelrij van de natuurlijke getallen is waarvoor

de limiet in het linkerlid bestaat.

d) zij (x(n)):=1 een rij re&le getallen waarvoor voor ieder natuur-
lijk getal h de rij xh(n)=x(n+h)—x(n) n=1,2,... gelijkverdeeld
mod.1 is.

2nilx(n)

Definieer u(n)=e waarin 1 een natuurlijk getal is. Dan be~

staat y(h) voor alle natuurlijke getallen h en er geldt:

y(h)=1lim § eEﬂil(x(n+h)-x(n))é 0.

N>oo n=1

Dan volgt uit de ongelijkheid (L4) dat het enige verdichtingspunt

e2w11x(x));"=1 het getal nul is.

van de rij getallen (%- ¥
Zodat: n=1

lim.%
Nroo n=1

e2n11x(n)

1

=0 voor ieder natuurlijk getal 1.

Op grond van §1 stelling 2 is de rij (x(n)):=1 dan gelijkverdeeld

mod. 1o

Deze methode wordt toegepast door Cigler B{[Eﬂ bij generalisa-

ties van het begrip gelijkverdeling.
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§ 15 De polynoomstelling van Weyl

In § 14 gevolg 1 werd aangetoond dat als x(t) een polynoom met reéle
coefficienten is, waarvan de kopterm een irrationale coefficient heeft,
de rij (x(n)):=1 gelijkverdeeld mod. 1 is.

-Algemener geldt:

Stelling 1 (Weyl):

Zij x(t) = aptp + g _1tP'1 * cos + a,t + a, een polynoom met reéle

coefficienten waarvan minstens &én van de coefficienten ap9 ap 1300

&, irrationaal is. Dan is de rij (x(n))n=1 gelijkverdeeld mod. 1.

1
Bewijs:
Deze stelling werd het eerst bewezen door H. Weyl [12];
wij volgen hier het bewijs van v.d. Corput [H]; dit verloopt met
inductie.
a) Stel dat a, de enige irrationale coefficient van x(t) is, af-
gezien van ag.
Schrijf dan x(t) = x(t) + a;t + aj. Dan is x (t) een polynoom dat
uitsluitend rationale coefficienten heeft.
Er bestaat een natuurlijk ge¥al D zodat

X (Dm+d) = X (d) mod. 1 voor m = 1,250005 & = 1,2,000 o
(Neem voor D bijvoorbeeld het K. G V. van de noemers van ap, a__qsc0cs
a,)

Voor een vast natuurlijk getal 1 geldt:

f

1 Y 2nilx(n) 1 ¥ omii( x{n) + a.n + a_)
- Z e = o Z e 1 0
N N
n=1 n=1
D:1 2ril( x(d) + a,d + a_) 1['/ o] 2mila,Dm
z e 1 0%, 'ﬁ.‘ 2
d= m=
L1 1%1 2milx(n)
N =
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Daar a, irrationaal is, is de rij (a1Dm);=1 gelijkverdeeld mod. 1 zodat

voor i;der natuurlijk getal 1 de eerste term in het rechterlid nasr
nul convergeeft als n naar « gaat. De tweede term is in absolute waar=-
de kleiner dan D/N zodat ook deze naar nul convergeert voor n -+ «,
Volgens § 1 stelling 2 is de rij (x(n)):=1 dan gelijkverdeeld mod. 1.
b) Stel dat het gestelde reeds bewezen is voor polynomen waarin

x“-1 de term van de hoogste graad met irraﬁionale coefficient is.

(v > 2) | |

zij x(t) nu een polynoom waarin x" de;hoogste graadsterm met irratio-
nale coefficient is,

Voor ieder vast natuurlijk getal h is
xh(t) = x(t+h) = x(t)

een polynoom waarin xﬂ_1 de hoogste irrationale coefficient heeft.

Dus is voor iedere natuurlijk getal h de rij (xh(n)):=1 gelijkverdeeld
mod. 1. Volgens § 1L stelling 1 is dan ook de rij (x(n)):=1 gelijk=
verdeeld mod. 1.

Uit (a) en (b) volgt het gestelde.

De polynoomstelling van Weyl gaat over gelijkverdeelde puntenrijen
. . . . k
in de k-dimensionale ruimte R,

Punten in RX worden genoteerd als: x = (x1,x2,ooo,xk)o

i}

E is de eenheidskubus in R® d.v.z. E {x|05;1§1300902xk§1}°
Definitie: Zij x(n) = (x1kn),°°c,xk(n)) n = 1,2,... een rij punten
in E, dan heet deze rij gelijkverdeeld in E als voor iedere continue

complexwaardige functie f(x) = f(x1,;°o,xk) op E geldt:

N ' N
. 1 ' . . 1
lim = ) £(x.(n)yeee,x.(n)) =1im = Y f£(x(n)) =
1 1
= [flxlax = [ ooo [ £(x se00,x )dx 00odx, .

E 0 0

Een rij (x(n))o:F1 in B* heet gelijkverdeeld mod. 1 in R® als de rij
({x1(n)},“°,{xk(n)})n=1 gelijkverdeeld in E is.

&
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Opmerking 1: In het bizonder geldt voor een rij (x(n)y;=1 die gelijk-
verdeeld mod. 1 in Rk iss

Voor ieder "roosterpunt” (lj,ooo,lk) # (05000,0) is

lim il

oo N n=1

e21r1(11x1(n)+w°+lkxk(n)) -

[ e B

»Oo

Omgekeerd geldt:

Lemma 1: Is (x(n)):=1 een rij in R zodanig dat voor ieder roosterpunt
(11seeesly) # (0,000,0)

N .
1 ) e21r1(1,1n1(n)+”o+lkxk(n)) =0
N0 n=1

dan is de rij (x(n)):__:1 gelijkverdeeld mod. 1 in R¥,

Bewijs: '\_ﬂ:

De verzameling F van functies Ql(x) = e2T1lqxy

e oo Deznilkxk waarin
1= (11,eoo,lk) alle roosterpunten doorloopt is een aftelbare ver=
zameling.

Eindige lineaire combinaties met complexe coefficienten van functies
uit F‘vormen een deelalgebra A van de complexwaardige continue func-
ties op de compacte ruimte E, die met iedere functie ook zijn gecon-
Jjugeerde bevat. A "scheidt punten", dew.z. is X e E, y e Een x # y
dan is er steeds een ¢ € A met ¢(x) # ¢(y)° Bovendien bevat A alle
constanten.

Volgens de stelling van Stone (zie b.v. Naimark {p], pag. 32)ligt A
dan dicht in de verzameling van alle continue complexwaardige functies
op E. _

De verzameling F voldoet kennelijk aan de voorwaarden van § 3 stelling

1 zodat de rij (x(n)):=1 gelijkverdeeld mod., 1 in R is.

Stel dat de rij (x(n));;1 gelijkverdeeld mod. 1 is in grE,

Zij verder 0 < @, < B <1 voor i = 1,2,000,k en A(a,B,N) het aantal
punten x(n) met 1 < n < N waarvoor o, < x.(n) < B; mod. 1

(i = 1,250004k) ise

£



Dan volgt uit § 3 stelling 2:

k

1im A(aﬁﬁzﬂ) = JC (B, = a.)o
1=1 1 1

e N’m

Dit wordt hieronder gebruikt in de volgende vorm:

Lemma 2:

Is de rij x(n) = (x1(n)90509xk(n)) n = 1925000 gelijkverdeeld mod, 1
in R en 0 <a; < Bi <1voor i = 1,2,.00,k dan is er een oneindige
rij ! waarvoor o. < xi(n1) < B (i = 1,250004k)

i

Uit opmerking 1 en lemma 1 volgt direct:

Stelling 2: Een rij punten x(n) = (xl(n),ooo,xk(n)) n=1,2,000 is
dan en slechts dan gelijkverdeeld mod. 1 in R als voor ieder roos=
terpunt (11,12gooo,lk) # (0,0,000,0) de rij y(n) = 11x1(n) +

+ laxz(n) + o000 + 1 x (n) n=1,2,000 gelijkverdeeld mod. 1 op de

k'k
reéle rechte is.

Uit stelling 1 en stelling 2 volgt nu onmiddellijk de polynoomstel=
ling van Weyl [12]: '

Stelling 3: Zijn k1(t),ooe,xk(t}polyn0m¢n*met reéle coefficienten
zodanig dat voor ieder roosterpunt (llsooo,lk) # (0,000,0) het poly=-

noom y(t) = l1x1(t),+ coa + lkxk(t) minstens &&n term met irrationale
coefficient heeft die niet de constante is, dan is de rij x(mn) =

= (x.(n)y000sx.(n)) n=1,2,00, gelijkverdeeld mod. 1 in RE,
1 *x

Opmerking 2: ,
Voor C-gelijkverdeling wordt stelling 3 als volgt (vgl.§s 14 gevolg 3

en Weyl [jé] pag. 325):

Zijn x1(t),ou9,xk(t) polynomen met redle coefficienten zodanig dat
voor geen enkel roosterpunt (11,ooo,lk) # (0y000,0) het polynoom
y(t) = l1x1(t)+o°°+lkxk(t) een constante is, dan is de functie
x(t) = (xl(t)9 ono s xk(F)) C=gelijkverdeeld in B,
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Opmerking 3:

Zijn xj(t)gooogxk(t) weer polynomen met re8le coefficienten.

Stel dat er roosterpunten 1 = (lIQQQOQlk) # (0,000,0) bestaan zodanig
dat het polynoom y(t) = 11X1(t)+ooo+1kxk(t)g afgezien van de constante
term, uitsluitend rationale coefficienten heeft en dat er roosterpun=
ten bestaan waarvoor dit niet geldt.

Het blijkt dan dat de punten ({x}(n)}saw54",z:]!{(n)}):z=.l in een eindig
aantal lineaire deelruimten van E liggen.

Deze deelruimten zijn onderling evenwijdig. In iedere deelruimte liggen
de punten gelijkverdeeld, maar de dichtheden van verschillende deel=
ruimten kunnen verschillend zijn. Voor bewijs en verdere uitwerking:

zie Weyl [12] pag. 337-3L41.

Toepassing van de gelijkverdeling op machtreeksen

I. In het bewijs van de onderstaande stelling wordt de polynoomstel=
ling van Weyl (stelling 3) gebruikt.

Stelling 4: Zij o een redel getal, k een natuurlijk getal en g(x) een

polynoom van de graad p > 1. Dan stelt de reeks
6(x) = ¥ gl[oa"x®
n=0

dan en slechts dan een rationale functie van x voor als o een rationaal

ge‘tal is o

Opmerking U:

Voor k = 1 werd de stelling bewezen door M. Newman [}d]o

Bewijsschets stelling U4:

Voor een nauwkéurig bewijs zie H.G. Meijer [f]Q

a) Is o een rationaal getal dan is de rij ank mod. 1 periodiek. Er
is dan eenvoudig aan te tonen dat G(x) de som van een aantal

rationale functies is, die alle van de vorm ziJjn:

) my" = (y‘%”)l ?l“ (i natuurlijk getal)
m=1 v =y
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b) Is o een irrationaal getal stel dan dat G{x) te schrijven is als
B(x)/A(x) waarin A(x) en B(x) polynomen zijn respectievelijk van de
graad a en be

Stel A(x) = 1 = c]xNoooncaxa

Dan volgt uit A{x) G(x) = B(x):
k g k
gl[on*]) = 1} g([o (n-r) 1) c.voor n > a, n 2 bo
r=1
Daar
1in &elnor) ] a(a-r)]) = 1
nwe gl [ank])

moet gelden:

a
(1) % ¢, = 1o
r=1
Zodat:
g k k
21 (g [a(n-r)"]) - g{[an™])) c = 0.
r:

Vervolgens wordt g([b(nmr)kl) - g([@n#j) in een Taylorreeks ontwikkeld:
k k k 1 k

g([a(n=r)"]) = gl [ank_]) = ([oln-r)®] = [an"Dg ([on ])+eo.

De zo gevonden gelijkheid wordt door gl(tank]) gedeeld.

Zij. de k° differentie van een functie f(x) t.o.v. d gedefinieerd als

k .
k k=J,k .
(2)  aFr(x) = 3 («1FIE) £(xrad)s
120 J
d
Kies dan een natuurlijk getal d » a en neem de k° differentie t.o0.v.
d van de gelijkheid.
Het blijkt dat voor n -+ < vrijwel alle termen uit de gevonden
betrekking naar nul convergeren.

Er blijft alleen over:

lim ¥ § ([a(nur)k] - [ank]) c. = 0.
- n->e r=1
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Nu is:

(3) Ak(a(nmr)k - ank)- 0.

Zodat als [a] = a = {a} gezet wordt:
N k k
() 1im Zh A ({a (n=r)"} = {an }) c. = 0.

nre  r=T1

Het doel is de n in (4) langs twee verschillende wegen (n1) en (n2)

naar < te laten gaan, z6 dat voor termen uit de rij (n1) steeds geldt:
(5)  a%({aln,-2)"} - {an,}) = ¢ .

1 1 r
en voor termen uit de rij (ne) steeds:

(6)  25({a(nyer)®} - {ony'}) =5_= ¢, - ()%,

Dan wvolgts
a a
X trcr =0 en X 8,.C. = 0
r=1 r=1
Zodat
a -
) ¢, = 0 in tegenspraak met (1)
r=1

Volgens (2) bevat (4) termen van de vorm {a(n=»r+d,j)k}o

Volgens stelling 3 is het stelsel polynomen ank, ank“190099an

gelijkverdeeld mod. 1 in Rko
Dan is op grond van lemma 2 een oneindige rij (n1) te vinden waar-
k'1},0009{ anl} zo 'klein zijn dat

1
Ky k k=1 _
{u(n1=‘r+da) } - {an1 +Ykm1 Ctn1 +ooo+’{1an+‘yoa}_

voor steeds {an

- k k=1
= {an1 } o+ Yk-1{ an, } #ooot 71{ a n1}’+ {yoa}o

&
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Het is zelfs mogelijk de rij (n1) zo te kiezen dat dit geldt voor
alle j en r die bij uitschrijven van (L) voorkomen.

Vergelijking met (3) leert dat voor deze rij (nl) bij uitwerking
alle termen met n, wegvallen.

Zodat voldaan is aan (5).- -

k~1}

Voor de rij (n2) kiezen we een rij waarvoor {a n, go0o0 L0 n2}

weer klein zijn terwijl {anzk} z0 groot 1is dat:
ok L K ;
{a(n2~r+d3) } --‘{ozn2 } +ooot {yoa}~1o

Ock nu-‘is het weer mogelijk de rij (n2) zo te kiezen dat dit voor
alle r en j uit (4) geldt.
Bij uitwerking levert dit het gevraagde resultaat (5) op.

II. Een andere toepassing van gelijkverdeling op een verwant probleem
treedt op in het bewijs van de volgende stelling. (H.G. Meijer 8.

Stelling 5: '

Zij Bs(t) het s° polynoom van Bernoulli, s > 1, r een niet negatief

geheel getal, terwijl o een irrationaal en B een willekeurig regel

getal zijn.

Dan is de reeks

a(zx) = § o B ({on + 81)x"
n=1 '

niet voortzetbaar over de eenheidscirkel.

Het bewijs berust op het volgende lemma dat eenvoudig volgt uit .
O.a. stellingen in Titchmarsh [11] pag. 224=225, '

Lemma 3:

ZiJ (cn)n:1 een begrensde rij complexe getallen waarvoor geldi:

N
lim-% 2 c,=¢ bestaat, zij r een niet negatief geheel getal
N n=1
en is ¢(x) = ) e ot <",
n=1
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'Dan geldts

lim (1-=-x)r+1 ¢(x) =r ! co
x41

Bewijs stelling 5:

Zij m een geheel getal dan is

o0

= ) ans({mn+B})e

G(xeaﬂlm a)
‘ n=1

2nimno n
; X o

Nu geldt:

N . 1 .
1im .%, 7 Bs({an+8})e2“1m{na+s}= i Bs(x)eZHIdex -

n-+w n=1 0

als dm de m® Fouriercoefficient van Bs(x) is,

Zodat volgens lemma 3

lim (1nx)r+1 G(xe2n1ma) =r! q emgnlmg
x41 m
Ofwel:
rq d e~211im8
G(x) ~ . ST als x radiaal nadert tot e
1=xe" :

Het is bekend dat voor m # 0 geldt d, # 0,

2nimo

Zodoende heeft G(x) singulariteiten overal dicht op de eenheids=

cirkel zodat hij niet voortzetbaar is,

Literatuur:
1. J. Bass

do

Suites uniformément denses, moyennes

trigonométriques, fonctions pseudo=

al@atoires; Bull. Soc. Math. France

87 (1959), 1-6k,
2. Jo Cigler

L1

Uber eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes

der Theorie der Gleichverteilung. Journ.

1hi=147,

f.d. reine und angewandte Math. 210 (1962)



3

50

9
10.

11,
126

J. Cigler
JsGevedo Corput

E. Hlawka

E. Hlawka
H.G. Meijer
H.G. Meijer
MoA., Naimark
M. Newman

E.C. Titchmarsh
Ho Weyl

=103=~

: Folgen normierter Masze auf kompakten Gruppen.

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie 1(1962), 1-13.

: Diophantische Ungleichungen I

Acta Mathematica 56 (1931) 373-L56

: Zur formslen Theorie der Gleichverteilung

o6

in kompakten Gruppen.

Rend.Circ.Matem. Palermo serie II, &,(1955)
33=47. ,

Uber C-Gleichverteilung. Annali Mathematica,
pura ed applicata, serie IV, 49(1960) 311-325.
Irrational Power Series. Proc.Kon.Ned.Ak.v.
Wet. serie A, 66(1963), 682-690.

Asymptotic behaviour of a class of power
series near the circle of convergence.
Verschijnt binnenkort.

Normed Rings. (1959) Noordhoff, Groningen.
Irrational Power Series. Proc.Am.Math.Soc.
11(1960) 699~T02,

: The theory of functions, 2" oq, (1960)0xford.

Uber die Gleichverteilung mod. 1, Math.Ann.
77(1916) 313-352.



~104~

§16. In [1] the following theorem is stated?
Theorem 5. If p, g are positive integers, the sequence
k
!('&) 0'29 (k

is not well distributed for any a, 0 <a < 1.

1, 2, ees)

The proof of this result as given in [1] is incorrect, though, as indiceted
in [2], Theorem 6' the theorem is true it E is an integer. We shall now show
that the theorem is true if sany e is replaced by slmost ell a . The proof is
e modification of that given in [1] and is of interest because the non-well
distribution of a sequence is deduced from the uniform distribution of each of a
countable set of sequences.

Theorem I If p, g ere positive integers, the sequence

1({;-)"@], k=1, 2, «u0)
is not well distr:jlbuted for almost ell ¢, 0 <o g 1.

Proof, In the first instance, we may suppose that the sequence is
uniformly distributed; otherwise there is nothing to prove, since a sequence which
is not uniformly distributed is not well distributed. ’

We denote by EN (N =0, l!., 2, ...) the set of a for which { 2;*" e} is
uniformly distributed, Then, by & result due to H. Wweyl, [3],

n(Ey) = 1,
for a1l (N =0, 1, 2, «sc)s Also, if

E= t\o E'N’

we have ,
u(®) = 1.

Sequences which are uniformly distributed are also everywhere dense in {0,1]. Hence,

if a € B, for every N we can find an m = n{N) such that

o 1
Bard < Svw - @
’ q Pa
Consider,
m+N m+N N m+N P.k m+N "
Eaar o8 = (Zye(1@)al) = k§m+1°(qk o) = 1 2oy old &N o)
- N k m N m
- Np_ g . = N-k k (p
= kgl e(Q qk (qm+N G-)) - kél e(q P iqm+N 0-}).

If o ¢ E and m = m(N) then it follows from (1) that for 811 k ¢ N,

Nk _k
N-k k (p° 1
0s M By o} <3 Y F 55 -
q P g

This implies
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N

L& o™ o)l ’{,( £ o(a " :maz)
‘l

k. k
k-lR_(e(qN— m+N al)) > kzl cos h 1/____

and sc, by the ususl criterion, I(g)ka} is not well distributed if o € E, which

lk-m+1 e(sk) I

4

proves the theorem since u(E) =
This technique does not seem to lend itéelf to other problems, though the
following result can be established by a few modifications of the above proof.
Theorem Let p, and q, (i=1, 2, ..., K) be positive integers with 21 51
for all i =1, 2, ..., K, where K is 'ixed. Then the sequence {f(n)a}, where
£) = G2 2C2) 2eer 'K,
10 ¢ 9%

K

with n =i§1 N, each n, being an integer > 0, is not well distributed for slmost all

i
a, 0 <a <1,

§17. Suppose that (sk) is a given sequence of peal numbers and t is a real
number in the-interval 0 < t < 1. Representing t by a non-terminating binary decimal
expansion, we can define a one to one mapping of the infinite subsequences (sk ) of

i
(sk) onto the interval [0,1]. For, let (s, ) be an infinite subsequence of (sk),

i
we define t = o,ﬁlﬁz soe (radix 2) by means of the equations

_ 1 if k = ki
ﬁk‘
O  otherwise,

The inverse meoping ie evident if we agree to use only the infiniiz decimal
representation of t, With this mapping it is possible to speak of 'almost all
subsequences of (sk)' or 'a set of sulsequences of measure one' when the
corresponding-subset of the interv~? [0,1] has measure one.

We now state the following result, [4]

Theorem II A bounded sequence (sk) is (C,1) summable to s if, and only if,
almost all subsequences of (sk) are (C,1) summable to s,

We use this theorem to prove the following:

Theorem III  The sequence {sk} is uniformly distributed if, and only if, almost
all subsequences of {sk} are wniformly distributed,

Proof, From Theorem II, it follows that if e(hsk) is (C,1) summeble to zero

for every (h = 1, 2, ,.,), then the set of subsequences, E, say, which are (C,1)

h

summable to zero is of measure one, Hence,
@
P(n Eh)':lu
h=1
and a set of subsequences of measure one is uniformly distributed,

If elmost all subsequences of (sk) are uniformly distributed then, for each h,

the sequence [e(hsk)] has a set of subsequences of measure one which are (C,l)
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summsble to zero, Hence, by Theorem II, [e(hsk)] is (C,1) summable to zero

(h=1, 2, 3, +..), 2nd so (s,) is uniformly distributed. This completes the proof,
§18. In [2] the following theorem is proved:

Theorem 4 Let (#i(k)) be a subsequence of the integers,
nik -
L =, v 2 o,
then, for almost sll a, 0 < a < 1, the sequence {n(k)a} is not well distributed,
In fact the very same proof can be used to prove a stronger result:

Theorem IV Let (n(k)) be a subsequence of the integers

a"{;‘_‘%)— = r(k), Lia r(k) = w, (2)

then, for almost all @, 0 <@ g 1, the sequence {a(k)a} is not well distributed.
In the proof it is shown that if (2) is assumed then, for almost all a,
0 <o <1, we have
1
{n(k)e} ¢ 3 fork=k+1,k +2, ety k o+ l:log2 v],
and infinitely many v. Thus the condition
n+

P
Il,f':w dna Tap)d =P -2 )

uniformly in n for every interval (a,b] is violaeted, The number -;-was chosen in a
purely arbitrary way, and with minor modifications the proof of Theorem 4 could be
cerried out using any rational number in (0,1), e.g. the number %, (G4 %i <1,
Hence, if (2) is satisfied then, for slmost all a, 0 <a <1, we have

fn{x)a} < % for k =k +1, k+2, ouu, k, o+ [1oga v]
for infinitely many v and eny fixed positive integer R, Moreover, the same arguments

#i11 show that if (n(k)) possesses a subsequence, (n(ki)) say, such that
1n POy) o

j->m nl ki—l)

then, for almost ell a, 0 <o <1,

® ,

1 .
{n(ki)ul s fori=is+l, .., 14+ [long] )
for infinitely many v, and any fixed positive integer R,
For the subsequence (n(ki)) we now define the index sequence (xj) of (n(ki))

by the equations 1 when j = kl’ k2’ esosB.p 0oe
x, = +
J (0 otherwise.

Let us suppose that, for some positive integer R,
m+p
1 2

> j§m+1 xj >y 0
for a1l m and all p > P, If this is so we say that the lower density of(n(ki))

exceeds 2 . From (4) it follows that, for almost all a, 0 <o < 1,

-]
1 2
5 £
vy k=n I[O,%T ({n(k)al) > R
for infinitely many v, where

8 =k,

n =K oL and A(v) =8 -k,
1,41 i,+ L'logn v] i

v

From this it is clear that the sequence is not well distributed for almost all a.
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Theorem V TIf (n{k)) possesses a subsequence (n(ki)) satisfying

1 00)

1=->00 nhci_lj

and having a lower density that is positive, then {n(k)a} is not well distributed

=0)’

for almost alla, 0 <o < I
We prove & stronger result than this, but first we prove two lemmas about

arithmetic means, If {x.) is & bounded sequence it is evident that

m;:-i»p 1 Ty*p

m |1 S 1 -
s 12 gEma %5 " pagm % l=o ()

Lemma 1, If the bounded sequence (xj) is not almost convergent to zero, then

J

there exists a positive real number Y, and sequences (pu), (mv) such that

I 1 mv+pu I
= .z x > Yy
Py J=|nv+1 J
where
lim m = lim P, =@,
Ve >0 U=>00

Proof. If (xj) is not (C,1) summable to zero, and

P
lim sup | %j}:_‘l x5 | >2, (6)
p=> @
fthen it follows from (5) that the conditions of the lemma are satisfied, If (xJ)

is (C,1) summable to zero, then
|1 m+p
lim | = I
>0 P JEm+l

le = 0
for all m = 1, 2, ..., and if the conditions of the lemma are not 'satisfied, then the
1imit is uniform in m, and (xj) is elmost convergent to zero.

Lemma 2, If (xj) is & sequence of 1l's and O's which is not almost convergent
to zero then, for every p {p = 1, 2, ...) there exists an infinite sequence
(mv) =(mv(p)) such that:

1
l ) ngvﬂ xj' >

m -+
TP

Proof, Firstly, we choose y to be an irrational number so that the
conditions of Lemma 1 are satisfied, Then, if Lemma 2 is not valid we have for some

p and 211 m > M,

(L m+p
; j=m+1xj l <y < 1= e)'r.
Consequently, for allm > M
| L m;w P x| < (1 -¢)

wp  JjEm+l J Ts

w & positive integer; end if (w ~ 1)p < h < wp, then
m+h M) m-Hw

I & Ena xj’ 2 I% j.§_m1:1 x,j‘ = I (J,:_p f.:—'mfl xj‘ <R or@-ek

For w sufficiently large, i.e, w > w, S&y,
wp L
R fiz

and so
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1 m+h
[ F osdna le <7
for h > R J aend m > M, which contradicts the conclusion of Lemma 1,
Definition: If (xj) is the index sequence of (n(ki)), and (xj) is almost
convergent to zero, we say that the subsequence (n(ki)) has density zero,
Theorem VI If the sequence {(n(k)a) is well distributed for almost all Gy

0 < o <_ I, then any subsequence (n(ki)) of (n(k)) satisfying

1 Py L

1->00 nlk; )
has density zero.

Proof. We shall use the notation of [2] in proving Theorem 4, If the
sequence (n(ki)) has a positive lower density then, by Theorem V, we have the
above result, Arguments similar to those used in the proof of Theorem V are
epplicable in this instance if, for@ch v, (v =1, 2, ...) we have as is implied in

the theorem i +[lognv]

Ev = h 'Eki ’

i=1
v
. 1
where the basic intervals J'(r,n(k)), (r = 0, ..., n(k)~1), are of length 3 where
%‘ < y, y being chosen so that Lemmas 1 end 2 are valid, In the induction process for
the construction of the sets Ev, the only restriction imposed on each iv is iv >N

for some positive integer N, We now choose iv so that iv > N and also
,  m(v)ep(v)
150) sty %5 1 >m
where

k< m(v) < m(v)+p(v) < Ky +{10g,v]

and lim p(v) = 1im m(v) = .

V=W V= >m0

With this choice of the iv the usual contradiction follows and the theorem is proved,
§19. TIn conclusion, T wish to propose three problems,

1, Is it true that f(g)ka.} is not well distributed for any o ?

2, Does r(k) >y >1, (k= 1, 2, ,..) imply that {n(k)e] is not well
distributed for almost all o ?

3, In [5] it is shown that if

e, = -2;(1—-1‘2“ e %4z (p)

then (Icnlz)‘is almost convergent too (lm)-z z p: where B, ere the discontinuities

of the non-continuous part of F, Can an explicit formula be found for (lcnl)?
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